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Obsah rovinného utvaru — rozklad na elementarni obrazce
Priklad
1. Urgete obsah obrazce ohranieného funkci f: y = x? — 2x a 0sou X.
Obrazec je vymezen grafem funkce a osou x. Meze pro ur€iry

integral jsou X — ové soufadnice prusecikt funkce f's osou x. Cely

obrazec lezi pod osou x, proto pfidame znaménko minus.
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Hledany obsah je S it

2. UrCete obsah obrazce ohranieného funkcemi f:y=x?+4x ag:y=x+ 4.
Na obrazku je vyznacen obrazec, ktery urcuji obé zadané
funkce. Pro stanoveni mezi ur¢ime opét X — ové soutradnice
prase¢ikt funkei fa g. Resime rovnici :

X+ AX=x+4

X1 =-4, %, =1.

Rozd¢lime obrazec na ¢asti, jejichz obsah ur¢ime pomoci

urcitého integralu.

Obsah obrazce, ktery je vymezeny funkci g, osou xa
pfimkou x=1 (8 + %), je roven f_14(x + 3)dx, Obsah S3
obrazce, ktery je utvoren ¢asti funkce £ lezici pod osou xa

. o 2 v v Vs
osou x, je roven — f_4(x + 4x)dx. Konelné obsah S uréime

ey 4 rleoo y
pomoci urcitého integralu fD (x* 4 4x)dx. Ten ovSem budeme

muset odecist. Pro obsah vymezeného obrazce plati :

5= f_14[x+3]dx —_I"_[:(x: + 4x)dx — _I"Ell(;:::2 + 4x)dx = f_14[x+3]dx —f_14(x2 +

4x)dx = 125

Obsah obrazce je == j2.
&
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V ptedchazejici tloze je vyfesen dalsi pfipad z typovych vymezeni rovinového
obrazce. Ten je uréen funkcemi y =f (x), y = g (X) a mezemi x =a a x = b. Pro libovolné x

z intervalu {a. b} plati f (X) > g (x). Potom pro vypo&et obsahu takového obrazce pouzijeme
vztah § = _Ir: Flx)dx— f: glx)dx = f: (f(x) — g(x)) dx .V takovém pifipad¢ nezalezi na
poloze vzhledem k ose x. Vzdy mtuizeme ob¢ funkce posunout o stejnou konstantu tak, aby

jejich funkéni hodnoty v intervalu {& B} byly nezaporné. Pii vypoétu se konstanta odedte.

3. Urdete obsah obrazce ohrani¢eného funkci f:y =2 - x a kiivkou y = x.

K teseni ulohy pouZzijeme predchazejici ivahu. Nejprve urc¢ime X
— ové soufadnice prusecikt funkce a kiivky:

(2—x)=x

x*—5x+4=0

X, =1Lx,=4,

Kiivka y* = X je sjednocenim dvou funkei: ¥ = ¥x,¥ = —+x,

Funkce, ktera ohranic¢uje obrazec shora, se sklada ze dvou ¢asti.
Prox € {0, 1) je pfedpis y = /x aprox € (1, 4) y =2 — x. Pfislu$né integraly pro
vypocet plochy z téchto funkci budeme zapocitavat s kladnym znaménkem. Zdola je obrazec
omezen funkci ¥ = —/x. Integral z ni budeme odegitat.

S= ful Vxdx + _Irf[z—x]dx— f;(—w,-"x_jdx =§_%+E: 3.

3
Poznamka: Zadanou tlohu mizeme fesit jest¢ jinym zplisobem.
Utvar zobrazime v osové soumérnosti podle osy 1. a I1I.
kvadrantu. Obrazec potom vymezuji funkcey =2 -x ay = X
(prase¢iky ¥1 = —2,%z =1 ), Obsah vypoditame podstatné
jednoduseji:

s= _I"_lﬂ(z—x—xzjdx=

ba | B

Obsah obrazce je > j2.
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Uloha:

y o . — g
1. Urcete obsah obrazce ohrani¢eného funkci y =+/x, ¥ = = a piimkou x = 16.
X
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2. Urcete obsah obrazce ohrani¢eného funkci y = X2, y=+a pfimkouy = 4.
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