Zavedeni urcitého integralu
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Ur¢ity integral ma vyuziti v fadé aplikaci. Pomoci urcitého integralu mizeme

naptiklad pocitat obsahy ploch, délky kiivek, objemy a plasté rotacnich téles, statické

momenty a momenty setrvacnosti rovinnych obrazct, kiivek a rotacnich téles, soutadnice

2%

Dalsi aplikace nalezneme v ekonomice, financich, pravdépodobnosti a statistice a v mnoha

dal$ich oborech.

V dal$im textu budeme budovat definici urcitého integralu. Ukdzeme pouZiti primitivni

funkce pfi vypoctu prave ur€itého integralu.

Primitivni funkci k funkci y = f(x) jsme definovali v otevieném intervalu (a, b). Doplnime

ji o krajni body a a b. Necht' pro kazdé * € {a, b} plati F*(x) = f(x), kde derivaci funkce F

vV bod¢ a rozumime derivaci v bod¢ a zprava a v bodé b derivaci zleva. Potom je funkce F

primitivni funkci k funkci f na intervalu {a, b}.
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M(b — a) je obsah obdéInika opsaného.)

Uvazujme funkci y = f(x), ktera je
na intervalu {a, b} spojitd a nezaporna. Jeji graf
V uvedeném intervalu, osa X a pfimky X =a a X
= b tvofi rovinny tvar, ktery si ozna¢ime U
(mazeme jej specifikovat zapisem U(a, b, f)) a
je zakreslen na obrazku ¢. 1. Budeme se snazit
zjistit obsah S(U) specifikovaného rovinného
utvaru. Oznaéme m a M nejmensi a nejvetsi
hodnotu funkce f(x) v intervalu {a, b}. Pro
obsah utvaru plati:

m(b—a) =5(U) <M(b—a).

(m(b — a) je obsah vepsaného obdélnika a

Zvolme libovolné x €(a, b} a uvazujme utvar U, = U(a, X, f), viz obrazek &. 2. S ménicim se X se

méni Gtvar i velikost jeho obsahu, je funkci proménné x. Tuto funkci oznaéme P(x), pro kterou

plati P(a) = 0 a P(b) = S(U).
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Obrazek &. 2 Obrazek ¢. 3
Uvazujme piirustek funkce P (X) v bod¢ x (obrazek ¢. 3). Ozna¢me
AP(x) = P(x + Ax) — P(x), coz predstavuje obsah ttvaru U (X, x+4Xx, f ). Funkce f(x) je
vintervalu (x,x + Ax) spojitd, nabyva v tomto intervalu nejvétsi hodnotu f(x;) a nejmensi
hodnotu f(x1), kde x,%, =(x, x + Ax),
Pro AP plati: f(x,) Ax < AP(x) = f(x,) Ax. Uvedenou nerovnost upravime do tvaru:

AP(x)
fx) -:: xS fea) . Pfedchazejici uvahy jsme provedli pro piipad, kdy 4x > 0. Ke

stejnému zaveéru bychom se dopracovali i pro pfipad, kdy 4x < 0.

Pokud se Ax bude blizit k 0 budou se x4,%, blizit k x. Funkce f(x) je spojita, proto

lim, . f(x)=f(x)alim, ., f(x,)=f(x), tedy f(x) <lim,, 4 ﬂPIx}{: ).

Plx}

e = f(x). Pouzijeme definici derivace a dostavame

Z uvedeného plyne lim, .,

dF{ x}

= f(x),
P(x) = ff(?ﬂdx =F(x)+ C,
Kde F je primitivni funkce k funkci f.
Funkci P(x) jsme zavedli jako obsah utvaru U(a, X, f).
Hodnota P(b) = F(b). Stacilo dosadit do pfedchazejiciho vztahu. Hodnota
P(b) = F(b) - F(a) vlastné piedstavuje obsah atvaru U(a, b, f).
Nez uvedeme definici urcitého integralu, pfipomenme, ze funkce f je spojita v intervalu

{a, b} a existuje k ni na tomto intervalu primitivni funkce F. Takovych primitivnich funkci
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existuje nekoneéné mnoho a lisi se pouze o konstantu ¢. Ozna¢ime &) = FG)+ ¢ Uréime

G -Gl@=F®)-c—Fl@+c= F®B)-Fla),

Definice
Necht’ funkce f(X) je spojita v intervalu J a F(x) je jeji primitivni funkce. Potom pro

libovolné a, b € J rozdil F(b) - F(a) nazyvame urcitym integralem funkce f v mezich od a do

ff (x)dx |

b a znaéime

b
=F({)- F
Podle definice zapisujeme J; Sy ® (ﬂ].

Proménna X se nazyva integracni proménna, ¢islo a dolni mez, ¢islo b horni mez integralu.

Funkce f se nazyva integrand.

Poznamka
Takto zavedeny urcity integral se nazyva Newtonova — Leibnizova formule pro vypocet
urcitého integralu.

Pti vypoctu urcitého integralu je zpravidla vhodné zapsat primitivni funkei jesté pred

b
[ ez = F@: = FO)- F@

dosazenim mezi. Pouzivame zapis



