ULOHY DOMACI CASTI 1. KOLA
63. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY
PRO ZAKY STREDNICH SKOL (2013/2014)

Kategorie A

Studijni téma: Apolloniova kruznice (viz L. Boc¢ek, J. Zhouf: Mdte rddi kruznice?,
Prometheus, Praha, 1995, str. 11-14.)

1. Cislo n je sou¢inem t¥{ (ne nutné rfiznych) prvocisel. Zvétsime-li kazdé z nich
o 1, zvétsi se jejich soucin o 963. Uréete ptivodni ¢islo n. (Pavel Novotny)

2. Pro libovolna kladna realna cisla x, y, z dokazte nerovnost

1 1 1
(x+y+z)(—+—+—) < m?, kdem:min<£+g+z,y+z+£>.
r oy oz y z T x Yy =z
Zjistéte rovnéz, kdy v dokazané nerovnosti nastane rovnost.
(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

3. Oznacme [ stfed kruznice vepsané danému trojuhelniku ABC. Predpokladejme,
ze kolmice na primku CI vedena bodem I protne piimku AB v bodé M. Dokazte,
ze kruznice trojuhelniku ABC opsana protne tsecku CM ve vnitfnim bodé N
a ze piimky NI a MC jsou navzajem kolmé. (Peter Novotny)

4. Oznacéme [(n) nejvétsiho lichého délitele ¢éisla n. Uréete hodnotu souctu
W(L) +1(2) +1(3) + - - - +1(22013).

(Michal Rolinek)

5. Kolika riznymi zptisoby miizeme vydlazdit plochu 3 x 10 dlazdicemi 2 x 1, 1ze-li
je pokladat v obou navzajem kolmych smérech? (Stanislava Sojakovad)

6. V roviné daného trojihelniku ABC' urcete vSechny body, jejichz obrazy v oso-
vych soumérnostech podle primek AB, BC, C'A tvoii vrcholy rovnostranného
trojuhelniku. (Pavel Calabek)
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Kategorie B

. Kazdému vrcholu pravidelného 63thelniku pritadime jedno z ¢isel 1 nebo —1.
Ke kazdé jeho strané pripiSeme soucin cisel v jejich vrcholech a vsechna c¢isla
u jednotlivych stran secteme. Najdéte nejmensi moznou nezdpornou hodnotu
takového souctu. (Pavel Calabek)

2. Urcete vSechny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

1 1 r oy 2
(+y)|l -+ 2>2(=-+=]-
r oy y
(Jaroslav Svrcek)

3. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojuhelniku ABC'. Na polopfimkach
BC a AC zvolme po fadé body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| =
= |AF|. Dokazte, ze body C, E, F a stfed I kruznice vepsané trojuhelniku ABC
lezi na téze kruznici. (Jaroslav Svrcek)

4. Dana napsala na papir trojmistné cislo, které pii déleni sedmi dava zbytek 2.
Prehozenim prvnich dvou c¢islic vzniklo trojmistné cislo, které pii déleni sedmi
dava zbytek 3. Cislo vzniklé pfehozenim poslednich dvou é&islic ptivodniho ¢isla,
davéa pri déleni sedmi zbytek 5. Jaky zbytek pii déleni sedmi bude mit ¢islo, které
vznikne pfehozenim prvni a posledni ¢islice Danina ¢isla? (Pavel Novotny)

5. V roviné jsou dany body A, T, U tak, ze tthel ATU je tupy. Sestrojte trojuhelnik
ABC, ve kterém T, U jsou po fadé body dotyku strany BC' s kruznici trojua-
helniku vepsanou a pfipsanou. (Kruznici pfipsanou tu rozumime kruznici, ktera
se kromé strany BC' dotyka i polopfimek opa¢nych k polopfimkdm BA a C'A.)

(Sdrka Gergelitsova)

6. Najdéte nejmensi realné cislo r takové, ze ty¢ o délce 1 lze rozlomit na Ctyti
casti délky nejvyse r tak, aby ze zadnych tti téchto casti neslo slozit trojihelnik.
(Jan Mazdk)
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Kategorie C

2
)

. Urcete, jaké nejmensi hodnoty mtize nabyt vyraz V = (a —b)*+(b—c)?>+(c—a )
splnuji-li redlna ¢isla a, b, ¢ dvojici podminek

a + 3b+ c =6,
—a+b—c=2.

(Jaroslav Svrcek)

. V roviné jsou dany body A, P, T nelezici v pfimce. Sestrojte trojuhelnik ABC
tak, aby P byla pata jeho vysky z vrcholu A a T" bod dotyku strany AB s kruznici
mu vepsanou. Provedte diskusi po¢tu feSeni vzhledem k poloze danych bod.

(Pavel Leischner)

. Cislo n je sou¢inem tif réiznych prvoéisel. Zvétsime-li dvé mensi z nich o 1 a nej-
vetsi ponechdme nezménéno, zveétsi se jejich soucin o 915. Urcete cislo n.
(Pavel Novotny)

4. Ve &tverci ABCD oznaéme K stied strany AB a L stied strany AD. Usecky
KD a LC se protinaji v bodé M a rozdéluji ¢tverec na dva trojihelniky a dva
¢tyruhelniky. Vypoctéte jejich obsahy, jestlize tisecka LM mé délku 1 cm.

(Leo Bocek)

. Dokaite, ze pro kazdé liché p¥irozené &islo n je soucet n* + 2n? + 2013 délitelny
¢islem 96. (Jaromir Simsa)

. Sachového turnaje se zticastnilo 8 hrac¢t a kazdy s kazdym odehral jednu partii.
Za vitézstvi ziskal hrac¢ 1 bod, za remizu ptl bodu, za prohru zadny bod. Na konci
turnaje méli vSichni icastnici rtizné pocty bodt. Hrac, ktery skoncil na 2. miste,
ziskal stejny pocet bodt jako posledni ¢tyfi dohromady. Urcete vysledek partie
mezi 4. a 6. hra¢em v celkovém potadi. ( Vojtech Balint)



