MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B, Ca P
63. ROCNIK, 2013/2014
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiadé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P potfddame pravé pro vas.
Kategorie A je uréena zékim maturitnich a pfedmaturitnich ro¢niku,
kategorie B zaktim, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zakum, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zakiam vsech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi néasledujici tabulka:

Predpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2013/2014 A
2014/2015 A
2015/2016 B
2016,/2017 C

ZAci nizsich roénikt viceletjch gymnézii soutézi v MO spoleéné s zaky
zékladnich skol v kategoriich 76 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéze v kategoriich A, B, C: V kategorii A probiha soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a ustfednim), v kategoriich B a C probiha
ve dvou kolech (8kolnim a krajském).

Skolni kolo méa dvé ¢asti — domaci a klauzurni. V domaci €asti na
vas Cekd Sest tloh, které najdete v tomto letdku. Jejich fesSeni (ne nutné
v8ech) odevzdejte svému uciteli matematiky do 2. prosince 2013 (katego-
rie A) a do 13. ledna 2014 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle
stupnice 1 — vgborné, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere,
vysvétli vam pripadné nedostatky a seznami vas se spravnym feSenim,
které také najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vase
feSeni alespon ¢tyf tloh ohodnocena jako vyborna nebo dobra, budete
pozvani do klauzurni ¢asti Skolniho kola. Tam budete ve stanoveném case
samostatné Tesit dalsi tfi tlohy.

Nejlepsi t¢astnici Skolniho kola budou pozvani do krajského kola. Tam
budou béhem c¢tyf hodin samostatné fesit ¢tyii tlohy. Podle rozhodnuti
Ustedni komise MO z bfezna 2011 nebudou od skolniho roku 2011,/2012



v klauzurnich kolech MO povoleny kalkulacky, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomucky. O poradi v krajskych kolech soutéze rozhoduje sou-
¢et bodu ziskanych za jednotlivé tlohy, a to 0 az 6 bodt za kazdou z nich.
Bodové hranice k urceni tispésnych fesitelti a ispésnych acastniktt budou
stanoveny centralné po vyhodnoceni statistik bodovych vysledku ze vsech
krajti. Podrobnéjsi pravidla pro vyhodnocovani krajskych kol najdete na
http://www.math.muni.cz/mo.

V kategorii A budou jesté nejlepsi Fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v ustFfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéZe lze pouzivat pouze
psaci a rysovaci potieby. Pravé pro ni se z vitézu ustfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve Skolnim kole fesite jen ¢tyfi tulohy
uvedené v tomto letdku spolu s pokyny, jak mate nalozit s feSenimi, ktera
nebudete odevzdavat ve skole.

V kategorii P se nekond klauzurni ¢ast skolniho kola, takze tspésni
fesitelé domacich tloh budou pozvani pfimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P kond tstfedni kolo, jehoz vitézové se
zucastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Terminy soutéznich kol 63. ro¢niku MO jsou stanoveny takto:

I. kolo II. kolo III. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (GstTfedni)
Kategorie A 10.12. 2013 14.1. 2014  23.3.-26.3. 2014
Kategorie B, C 23.1. 2014 8.4. 2014 —
Kategorie P — 21.1. 2014  26.3.-29.3. 2014

MO poiadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeze a télovjchovy CR, Jednota
Ceskych matematiki a fyziki a Matematicky istav Akademie veéd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO a v krajich ji ¥idi kraj-
ské komise MO pii pobockich JCMF. Na jednotlivych skolach ji zajistuji
povéfeni ucitelé matematiky, na které se mizete s otazkami kolem MO
kdykoli obracet.

ReSeni soutéZnich dloh vypracujte €itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Smutny

2. D, gymnazium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
B-14

Posledni adaj je oznaceni tlohy podle tohoto letdku. Znéni loh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vam FeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o¢islujte stranky. ReSeni
piste jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné tvahy tak,
aby bylo moZno sledovat vas myslenkovy postup.



Kategorie A

1. Cislo n je sou¢inem tif (ne nutné réiznych) prvocisel. Zvétsime-li kazdé
z nich o 1, zvétsi se jejich soucin o 963. Urcete piivodni cislo n.
(Pavel Novotng)

2. Pro libovolna kladna redlna cisla x, y, z dokazte nerovnost
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Zjistéte rovnéz, kdy v dokazované nerovnosti nastane rovnost.
(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

3. Oznacme I stied kruznice vepsané danému trojihelniku ABC'. Pted-
pokladejme, ze kolmice na ptimku CI vedend bodem I protne pfimku
AB v bodé M. Dokazte, ze kruznice trojihelniku ABC opsané protne
usecku C'M ve vnitinim bodé€ N a ze pfimky NI a MC jsou navzajem
kolmé. (Peter Novotny)

4. Oznac¢me [(n) nejvétsiho lichého délitele ¢isla n. Uréete hodnotu souctu
1) +1(2) +1(3) + ... +1(2%13).

(Michal Rolinek)

5. Kolika riznymi zptusoby muzeme vydlazdit plochu 3 x 10 dlazdicemi
2 x 1, lze-1i je pokladat v obou navzajem kolmych smérech?
(Stanislava Sojdkovd)

6. V roviné daného trojuhelniku A BC urcete vSechny body, jejichz obrazy
v osovych soumérnostech podle pfimek AB, BC, C'A tvorii vrcholy
rovnostranného trojthelniku. (Pavel Caldabek)

Studijni téma: Apolloniova kruznice (viz L. Boéek, J. Zhouf: Mdte rddi
kruznice?, Prometheus, Praha, 1995, str. 11-14.)



Kategorie B

. Kazdému vrcholu pravidelného 63thelniku pfitadime jedno z ¢isel 1
nebo —1. Ke kazdé jeho strané pfipiseme soucin ¢isel v jejich vrcholech
a vSechna ¢isla u jednotlivych stran secteme. Najdéte nejmensi moznou
nezépornou hodnotu takového souctu. (Pavel Caldbek)

. Urcete v8echny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

wented)z (e

(Jaroslav Svréek)

. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojuhelniku ABC. Na
polopfimkach BC a AC zvolme po fadé body E a F tak, aby platilo
|BD| = |BE| a |AD| = |AF)|. Dokazte, ze body C, E, F a stfed [
kruZnice vepsané trojihelniku ABC lezi na téZe kruznici.

(Jaroslav Svréek)

. Dana napsala na papir trojmistné ¢islo, které pri déleni sedmi dava zby-
tek 2. Pfehozenim prvnich dvou ¢islic vzniklo trojmistné ¢islo, které pii
déleni sedmi dava zbytek 3. Cislo vzniklé pfehozenim poslednich dvou
¢islic ptivodniho ¢isla dava pii déleni sedmi zbytek 5. Jaky zbytek pfi
déleni sedmi bude mit ¢islo, které vznikne prehozenim prvni a posledni
Cislice Danina ¢isla? (Pavel Novotng)

. V roviné jsou dany body A, T, U tak, ze tthel ATU je tupy. Sestrojte
trojuhelnik ABC, ve kterém 7', U jsou po fadé body dotyku strany BC
s kruznici trojihelniku vepsanou a pfipsanou. (Kruznici pfipsanou tu
rozumime kruznici, kterd se kromé strany BC' dotyka i polopiimek
opac¢nych k polopfimkdm BA a C'A.) (Sdrka Gergelitsovd)

. Najdéte nejmensi realné cislo r takové, ze ty¢ o délce 1 lze rozlomit na
CtyTi casti délky nejvyse r tak, aby ze zadnych tii téchto ¢asti neslo
slozit trojihelnik. (Jdan Mazak)



Kategorie C

. Urcete, jaké nejmensi hodnoty mize nabyt vyraz
V=>@-b2+0b-0c?+(c—a)?

spliuji-li realné ¢isla a, b, ¢ dvojici podminek

a+3b+c=6,
—a+b—c=2.

(Jaroslav Svrcéek)

. V roviné jsou dany body A, P, T nelezici v pfimce. Sestrojte troj-
uhelnik ABC tak, aby P byla pata jeho vysky z vrcholu A a T bod
dotyku strany AB s kruznici mu vepsanou. Provedte diskusi poctu
feSeni vzhledem k poloze danych bodu. (Pavel Leischner)

. Cislo n je sou¢inem t#i rtizngch prvoéisel. Zvétsime-li dvé mensi z nich
o 1 a nejvétsi ponechdme nezménéno, zvétsi se jejich soucin o 915.
Urcete ¢islo n. (Pavel Novotny)

. Ve ¢tverci ABCD oznaéme K stfed strany AB a L stifed strany
AD. Usecky KD a LC se protinaji v bodé M a rozdéluji ¢tverec na
dva trojuhelniky a dva ctyfuhelniky. Vypoctéte jejich obsahy, jestlize
tsecka LM mé délku 1cm. (Leo Bocek)

. Dokaite, Ze pro kazdé liché p¥irozené ¢&islo n je soucet n* 4 2n2 42013
délitelny ¢islem 96. (Jaromir Simsa)

. Sachového turnaje se zticastnilo 8 hract a kazdy s kazdym odehral
jednu partii. Za vitézstvi ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pul bodu, za
prohru zadny bod. Na konci turnaje méli vSichni i¢astnici rizné pocty
bodt. Hrac, ktery skoncil na 2. misté, ziskal stejny pocet bodi jako
posledni ¢tyti dohromady. Urcete vysledek partie mezi 4. a 6. hra¢em
v celkovém pofadi. (Vojtech Bdlint)






KATEGORIE P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvofit a odla-
dit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. Refeni téchto dvou tloh ode-
vzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pristupné na strance http:
//mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou
automaticky vyhodnocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni
se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziskd plny pocet 10 bod, mizete
své TeSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-1-3 a P-I-4 jsou teoretické, vasim tikolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. ReSeni tlohy se skldda z popisu navrzeného algoritmu, zdi-
vodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a u ulohy P-I-3 také odhadu éasové a pamétové
slozitosti. Soucasti feseni ulohy P—I1-3 je i zapis navrzeného algoritmu ve formé zdrojo-
vého kédu nebo pseudokédu. Reseni tilohy P-I-4 musi obsahovat program, ve kterém
miiZete vyuzivat volani funkci ,mimozemskych poéitactt KSP. Reseni téchto dvou tiloh
odevzdavejte ve formé souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tiloh miizete odevzdavat do 15. listopadu 2013. Opravena FeSeni a se-
znam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady na
adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

Upozornéni: V Casopise Rozhledy matematicko-fyzikalni €. 2, ro¢. 88 (2013) byla
publikovana starsi verze zadani domaciho kola. Platnéd verze, jak ji najdete v tomto
letaku, se lisi nasledovné:

> P-I-1: Ve ¢&tvrté sadé testovacich dat plati omezeni velikosti n < 1500 (namisto
piivodniho n < 5000).

> P-I-3: Sit predstavujici plan Manhattanu je ¢tvercovd (namisto pivodni obdélni-
kové).

P-I-1 Takova zima

,Teda, takova zima jako dnes byla naposledy na Stédry den...“ po-
vzdychl si nad pivem déda Boniféc. ,, To nic neni, vCera byla takova zima,
7e podobna byla naposledy druhého prosince!“ chtél ho trumfnout déda
Ignéc. Ale na Boniface nemél. ,,Zapominas na zimu, jaka byla patého ledna,
ta byla sice mens$i neZ vcera, ale véts$i nez druhého prosince!*

Ignac celou noc nespal, vzpominal na teploty a snazil se pfijit na vy-
rok, ktery uz Bonifadc nedokéze vyvratit ani pfekonat. Chtél by Fici vétu
nasledujiciho typu: ,,pfed = dny bylo tak teplo, Ze podobné predtim bylo
naposledy pfed y dny*.

Necht T'[z] a T[y] jsou teploty v uvazovanych dvou dnech. Aby Bonifac
nemohl vyvratit Ignactv vyrok, musi platit, Ze v Zddném dni mezi z a y
nebyla teplota v rozmezi od T[z] do T[y], vCetné téchto dvou hodnot.
Navic, aby byl Ignaciv vyrok co nejpusobivéjsi, musi byt rozdil y — =
(tedy pocet dni, které uplynuly mezi uvedenymi daty) co moznd nejvétsi.

Soutézni tloha. Je ddno pole T'[0 ... n—1], kde T'[¢] je priamérna teplota
pfed ¢ dny. Naleznéte indexy x < y takové, ze plati:
> pro kazdé i takové, Ze © < i < y, je bud T'[i] < min(T[z],T[y]) nebo
T}i) > max(T[z), Tly)),
> rozdil y — x je nejvétsi mozny,



> pokud existuje vice takovych dvojic (z,y), chceme nalézt tu z nich,

v niz je hodnota y nejvétsi.

Formdt vstupu: Program c¢te vstupni data ze standardniho vstupu.
Prvni fadek obsahuje jedno pfirozené ¢islo udéavajici pocet dni n. Na dru-
hém fadku je n mezerami oddélenych celych ¢isel T[0] az T'[n — 1]. Vzdy
bude platit n = 2 a pro viechna i bude —10° < T'[i] < 10°.

Formdt vystupu: Program vypiSe na standardni vystup jediny radek.
Na ném se nachézeji hledana dvé celd ¢isla x a y oddélend mezerou.

Hodnoceni

Vase feseni budou testovana na deseti sadach testovacich vstupnich
dat. Za kazdou z nich miuzete ziskat 1 bod. Maximalni hodnotu n v jed-
notlivych sadach vstupti udava nasledujici tabulka.

sada\12345678 9 10
max. n \ 10 20 100 1500 6000 7000 50000 65000 85000 100000

Navic bude platit: V sadéach ¢islo 1, 4 a 7 obsahuje pole T pravé jednou
kazdou z hodnot od 1 do n. V sadéch ¢islo 2, 5 a 8 obsahuje pole T pouze
hodnoty od 1 do n (kazdou z nich libovolné-krat).

Priklady
Vstup: Vystup:
8 16

-5 10 32 17 24 -12 13 19

Prfed x = 1 dnem byla teplota 10 stupni, pfed y = 6 dny to bylo
13 stupriti. Zadn4 z teplot mezi nimi (32, 17, 24 ani —12) nele{ v intervalu
(10, 13), takze tento vyrok Bonifdc skutecné nemiize vyvratit.

Zadny delsi interval nevyhovuje — napiiklad nemiize byt (x,y) = (1,7),
nebot T'[3] = 17 lezi mezi T[1] = 10 a T'[7] = 19. Vsimnéte si, Ze dvojice
(z,y) = (0,5) sice také vyhovuje a ma stejnou délku, ale ndmi vypsana
dvojice ma vétsi hodnotu vy, jak je pozadovano v zadani tlohy.

Vstup: Vystup:
5 34
TTTTT

Tady se neda nic délat, musime zvolit y = x + 1. Nasledné vybereme
nejvétsi mozné y.



P-I-2 Dva ploty

Marenka jezdi za svou babi¢kou na vesnici. Babicka méa sad a v ném ty
nejlepsi ovocné stromy — hrusky maslovky. Jenze na hrusky zacala chodit
celd vesnice, proto kdyz Marenka pfijede k babi¢ce o podzimnich prazd-
ninach, po hruskach uz neni ani vidu, ani slechu.

Jenicek chce Mafence pomoci. Sehnal si néjaké kily, laté, hiebiky a kla-
divo a chysta se kolem stromt postavit plot. Uz se chtél pustit do prace,
kdyz ho najednou napadlo: Co takhle postavit ploty dva? Nestacilo by na
né méné materidlu?

Sout&zni tloha. Je ddno n = 3 bodd v roving. Hleddme jeden nebo dva
mnohotuhelniky takové, aby platilo:
> kazdy z n danych bodu lezi uvnitf nebo na obvodé aspon jednoho
z mnohotuhelnik,
> kazdy vrchol kazdého mnohothelnika je umistén v nékterém z danych
bodu,
> zadny mnohotihelnik nemé nulovy obsah.
Vypoctéte nejmensi moznou hodnotu celkového obvodu nalezenych mno-
hothelniki.

Popis vstupu: Program ¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni
fadek vstupu obsahuje jedno pfirozené ¢islo n, kde n 2 3. Na kazdém z né-
sledujicich n fadkd vstupu jsou dveé cela ¢isla z;, y;, kterd urcuji souradnice
jednoho z bodt. Plati |z;| < 108, |y;| < 108.

Pro zadané body vzdy plati, Ze nelezi vSechny na jedné primce.

Popis vystupu: Program vypise na standardni vystup jediny fadek a na
ném jedno realné ¢islo — nejmensi celkovou délku plotu. Vypiste alespon
6 mist za desetinnou teckou. Odpovédi s chybou mensi nez 10~6 budou
povazovany za spravné.

Hodnocent

Vase feseni budou testovana na deseti sadach testovacich vstupnich
dat. Za kazdou z nich muzete ziskat 1 bod. Maximalni hodnotu n v jed-
notlivych sadach vstupt udava nasledujici tabulka:

sada (1234 567 8 9 10
max.n|3 5 & 18 18 50 50 200 300 300

Navic bude platit: V sadéch ¢islo 1, 2, 4, 6 a 9 zadné tii body nelezi na
jedné primce. V sadach ¢islo 1, 6 a 8 je optimalnim FeSenim postavit jeden
plot.



Priklady
Vstup: Vystup:
5 5.65685425

01 //, \\\
\/

0 -1
10
-10
00

Vyplati se postavit étvercovy plot. Jeho piesna délka obvodu je 4v/2. Za
spravné povazujeme odpovédi z rozsahu priblizné (5.6568486, 5.6568599).

Vstup: Vystup:

6 11.12241749487

10

70

6 2 ~ // \
01 \/ \
22

72 T T

P-I-3 Kavarny

Kdyz se nedavno David stéhoval do New Yorku, potfeboval si najit né-
kde na Manhattanu ubytovani. Nekteri lidé hledaji ubytovani blizko svého
mista zaméstnani, jini chtéji radéji bydlet v pékném prostiedi. Davidova
priorita byla jasna: kdva. Ma v umyslu pravidelné navstévovat alespon
k kavéaren v okoli svého bytu.

Pro jednoduchost si Manhattan pfedstavme jako ¢tvercovou sit ulic,
po niz se lze pohybovat pouze ¢tyfmi zdkladnimi sméry. V nékterych mii-
zovych bodech (tzn. na nékterych k¥izovatkach) jsou kavarny — v kazdém
bodé nejvyse jedna.

SoutéZni loha. Vstupem programu je ¢islo k£ a mapa Manhattanu. Pro
kazdou krizovatku spocitejte nejmensi d, pro néz plati: kdyby David bydlel
na této krizovatce a byl ochoten ujit vzdalenost d, mél by na vybér ales-
pon k kavaren, do nichz se mize dostat. Vzajemné vzdalenosti sousednich
kfizovatek povazujeme za jednotkové.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupu je celé ¢islo k. Na druhém
rfadku je rozmér n ¢tvercové sité predstavujici Manhattan: tvori ho n vo-
dorovnych a stejny podet svislych ulic. Mame tedy pfesné n? kiizovatek.

Zbytek vstupu tvori n fadkl, na kazdém z nich je n ¢isel: 1 predstavuje
kfizovatku s kavarnou, 0 kfizovatku bez kavarny. Celkem je v Manhattanu
alespon k kavéaren.

10



Formadt vystupu: Vystupem programu bude r fadkt a na kazdém z nich
s ¢isel. Toto ¢islo pro kazdou kfizovatku urcuje vzdélenost d takovou, ze
do vzdalenosti d véetné od dotycéné kfizovatky lezi alespon k kavaren.

Hodnoceni

Plnych 10 bodua ziskate za feSeni s asymptoticky optimalni ¢asovou
slozitosti. Za pomalejsi spravné feseni muzete dostat 4 az 8 bodu podle
konkrétni ¢asové slozitosti.

Pokud tlohu neumite vyfesit obecné, mizete dostat az 3 body za vy-
feSeni specialniho pripadu k = 1.

Priklady
Vstup: Vystup:
1 2321
4 1210
0000O0 0121
0001 0122
1000
1000

Pro k =1 hledame vzdalenost do nejblizsi kavarny.

Vstup: Vystup:

3 33434
5 22323
10000 23212
00010 32222
10001 33332
10010

00010

P-I-4 Mimozemské poéitace

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stra-
nach. Doporucujeme nejprve prostudovat studijni text a az potom se vratit
k samotnym soutéznim tloham.

V této tloze nezalezi na Casové slozitosti vaSich algoritmt — musi ale
byt polynomiélni. Jednotlivé podilohy spolu nesouvisi, mizete je Tesit
v libovolném poradi.

Soutézni uloha.

a) (3 body) Mimozemstané nam dodali salovy KSP, ktery rozhoduje
problém existence hamiltonovské kruznice v daném neorientovaném grafu.
Tento KSP m4 tedy funkci kruznice(n,E), ktera dostava jako parametry
pocet n vrchold grafu a seznam F jeho hran (kazd4 hrana je dvojice éisel
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od 0 do n — 1). Pokud v daném grafu existuje hamiltonovska kruznice,
KSP rozsviti zelené svétlo, jinak rozsviti svétlo cervené.

Na vstupu dostanete neorientovany graf G. Napiste program s polyno-
miélni ¢asovou slozitosti, ktery rozsviti zelené nebo cervené svétlo podle
toho, zda G obsahuje alespon jednu hamiltonovskou cestu.

b) (8 body) Mimozemstané ndm dodali sdlovy KSP, ktery rozhoduje
problém existence alespon jedné hamiltonovské cesty v daném neoriento-
vaném grafu.

Tento KSP ma tedy funkci cesta(n,E), kterd dostava jako parametry
pocet n vrchold grafu a seznam F jeho hran (kazd4 hrana je dvojice éisel
od 0 do n — 1). Pokud v daném grafu pro nékterou dvojici vrchold u a v
existuje hamiltonovska cesta z u do v, KSP rozsviti zelené svétlo, jinak
rozsviti svétlo cervené.

Na vstupu dostanete neorientovany graf G. Napiste program s polyno-
miélni ¢asovou slozitosti, ktery rozsviti zelené nebo cervené svétlo podle
toho, zda G obsahuje alespon jednu hamiltonovskou kruznici.

c) (4 body) Mimozemstané nam dodali kuffikovy KSP, ktery rozhoduje
problém existence 3-obarveni v zadaném grafu.

Tento KSP ma tedy funkci je_3_obarvitelny(n,E), kterd dostava
jako parametry pocet n vrcholli grafu a seznam FE jeho hran (kazda hrana
je dvojice ¢isel od 0 do n — 1). Na vystupu funkce vraci True, jestlize je
mozné tento graf obarvit tfemi barvami, a False, jestlize se takto obarvit
neda. Tuto funkci miZeme v naSem programu volat libovolné-krat pro
jakékoliv grafy.

Na vstupu dostanete neorientovany graf G, ktery je mozné obarvit
tfemi barvami. Napiste program s polynomialni ¢asovou slozitosti, ktery
jedno takové obarveni najde.

Programovaci jazyky

Ve svych FeSenich muzete pouzivat libovolny strukturovany programo-
vaci jazyk. Vhodné si zvolte potfebné datové struktury. Naptiklad v Pas-
calu by funkce z podalohy a) mohla vypadat nésledovné:

type hrana = array[0..1] of longint;

procedure kruznice(n: longint; m: longint; E: array of hrana);
V jazycich C a C++ muzeme pouZit pole:

void kruznice(int n, int m, int E[][2]);
a v C++ tfeba také vektor dvojic:

void kruznice(int n, vector< pair<int,int> > E);
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Studijni text

Studijni text uvedeny na dalSich stranach odkazuje na nékolik pro-
blémi jako napriklad ,existence hamiltonovské kruznice“. Seznamime se
proto nejprve se stru¢nou definici téchto problémui.

Neorientovany graf je usporddand dvojice (V, E), kde V je konecna
mnozina objektu zvanych vrcholy grafu a E je konend mnoZina neuspo-
Ffadanych dvojic vrcholi; jeji prvky nazyvame hrany grafu. Graf si muzeme
predstavit jako silniéni sif: V' je mnozina mést a ' je mnozina dvojic mést
spojenych silnicemi. Pocet vrcholi budeme znacit n, pocet hran ozna-
¢ime m. Jednotlivé vrcholy budeme ¢islovat od 0 do n — 1.

Problém: Hamiltonovska cesta z v do v

Je dén neorientovany graf G a jeho dva rtzné vrcholy u a v. Existuje
v grafu G cesta, kterd zac¢ind ve vrcholu u, konéi ve vrcholu v a navstivi
kazdy vrchol grafu G pravé jednou?

0.9 ¥ :
®) ol

Graf vlevo obsahuje hamiltonovskou cestu z 1 do 2: muZeme jit po-
stupné pres vrcholy 1, 0, 4, 3, 5 a 2.

Graf vpravo hamiltonovskou cestu z 1 do 2 neobsahuje: kdyz chceme
navstivit vrchol 3, pijdeme dvakrat pres vrchol 4.

Problém: Hamiltonovska kruZznice
Je dan neorientovany graf G's n 2 3 vrcholy. Existuje v grafu G kruz-
nice, kterad navstivi kazdy vrchol grafu G pravé jednou?

Graf vlevo obsahuje hamiltonovskou kruznici: za¢neme tieba v 1 a po-
stupné jdeme do 0, 2, 5, 3, 4 a zpét do 1.
Graf uprostied ani graf vpravo hamiltonovskou kruznici neobsahuji.
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Problém: Barveni grafu & barvami

Je dan neorientovany graf G. Kazdému vrcholu grafu G chceme pfifadit
jednu z k moznych barev (pro jednoduchost oznacenych ¢isly od 0 do
k — 1). Pfitom musime dodrzet pravidlo, ze Zddné hrana nebude spojovat
dva vrcholy téze barvy.

Pro graf vlevo a k = 2 obarveni neexistuje. Napfiklad vrcholy 0, 1 a 4
musi zjevné mit navzajem rizné barvy.

Pro graf vlevo a k = 3 mizeme vrcholim 1, 2, 3 pfifadit barvu 0,
vrcholim 4 a 5 barvu 1 a vrcholu 0 barvu 2.

Pro graf vpravo a k = 3 z4dné pfipustné obarveni vrcholi neexistuje.

Problém: k-partitnost posloupnosti
Je déana posloupnost n kladnych celych ¢isel. Je mozné rozdélit tato
¢isla do k disjunktnich skupin tak, aby kazda ze skupin méla stejny soucet?
> Pro posloupnost (3,1,4,1,5,8) a k = 2 odpovéd zni ANO, jednim vy-
hovujicim rozdélenim je 3+8 al+4+ 14 5.
> Pro posloupnost (3,1,4,1,5,9) a k = 2 odpovéd zni NE.
> Pro posloupnost (3,1,4,1,5,1) a k = 3 odpovéd zni ANO, jednim vy-
hovujicim rozdélenim je 3+ 14+ 1,1+ 4 a 5.
> Pro posloupnost (2,2,2,2,2,2,12) a k = 3 odpovéd zni NE.

KSP — konkrétni semiorganické pocitace

V tomto studijnim textu pouzivame v ukazkovych programech progra-
movaci jazyk Python. Na webu olympiady najdete pozdéji doplnénou verzi
s programovymi ukazkami v jazycich C++ a Pascal.

PiSe se rok 2113. Nasi Zemi pred nékolika lety kontaktovala vyspéla mi-
mozemska rasa z planety Zbluiik. Mimozemstané nés zésobuji svymi kon-
krétnimi semiorganickymi pocita¢i (KSP), které umi fesit rizné konkrétni
vypocetni problémy. Nasim cilem je integrovat tyto KSP do normalnich
pocitact a prinutit je tak fesit nasSe problémy.

Mimozemskym pocitaciim ale viibec nerozumime, vSechny snahy o je-
jich rozebrani byly netspésné. Mtzeme je vyuzit jedingym zptsobem — za-
dat jim vstupni data a pockat na vysledek. Zajimavé je, ze u KSP nezélezi
na velikosti vstupnich dat ani na konkrétnim problému, ktery dany KSP
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fesi. Kdyz libovolny KSP spustime s libovolnymi vstupnimi daty, vysle-
dek dostaneme vzdy presné za 47 setin sekundy. (Pfi odhadovani ¢asové
slozitosti programii toto povazujeme za konstantu.)

Kufrikovy KSP

Mimozemstané nam dodéavaji dva druhy KSP: kufrikové a sdlové.

Kuffikovy KSP mé tvar kuffiku se dvéma porty. Do jednoho pfipojime
kabel se vstupem, do druhého naopak kabel, po némz nam KSP posle sviij
vystup. Kuffikovy KSP tedy mtzeme pouzit v nasem programu libovolné
mnohokrat s riznymi vstupnimi hodnotami.

Priklad. Mimozemstané nam dodali kuffikovy KSP, ktery rozhoduje
problém existence hamiltonovské cesty z u do v. Tento KSP pocita funkei
cesta(n,E,u,v), kterd dostava jako parametry pocet n vrcholi grafu,
seznam F jeho hran a dvé ¢isla vrcholi u a v. Parametr E je seznam
m dvojic ¢isel, kazdé z rozsahu od 0 do n — 1. Na vystupu tato funkce
vraci True nebo False podle toho, zda zadany graf obsahuje pfislusnou
hamiltonovskou cestu.

Nasim tkolem je napsat program, ktery bude v polynomialnim case fe-
$it problém existence hamiltonovské kruznice. Na vstupu dostaneme neori-
entovany graf s n = 3 vrcholy a mame zjistit, zda obsahuje hamiltonovskou
kruznici.

Analyza zaddani
1. Program na vstupu dostane n (pocet vrchold grafu) a E (seznam hran
grafu).
2. Vykona néjaké vypoclty, pfi nichZz miZe libovolné pouzivat funkci
cesta.
3. Vrati na vystupu True nebo False podle toho, zda vstupni graf obsa-
huje hamiltonovskou kruznici.
Reseni
def kruznice(n,E):
for (x,y) in E:
# pro kazdou hranu (x,y) v~ seznamu hran E:
newE = [ (u,v) for (u,v) in E if (u,v) != (x,y) ]
# NewE obsahuje vSechny hrany kromé (x,y)
if cesta(n,newE,x,y): return True

return False

Postupné si pro kazdou hranu (x,y) zadaného grafu poloZzime otézku:
»Existuje hamiltonovské kruznice prochézejici hranou (x, y)?“ Kdy takova
kruZnice existuje? Pravé tehdy, kdyZ ve zbytku grafu existuje hamiltonov-
ské cesta z x do y. Vytvorime si tedy novy seznam hran newE, do kterého
vloZzime v8echny hrany kromé (z,y), a na takto upraveny graf zavolame
funkci cesta naseho kuffikového KSP.
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Jestlize v puvodnim grafu néjakd hamiltonovska kruznice existuje, nas
program ji najde a vrati odpovéd True, jakmile vyzkousime nékterou
z hran tvoficich kruZmici jako (x,y). Naopak, jestlize na$ program od-
povi True, pak v pavodnim grafu existuje hamiltonovska cesta z néjakého
vrcholu x do néjakého vrcholu y. Tato cesta spoleéné s hranou (z, y) tvori
hledanou kruznici. Nas program tedy skutecné déla to, co ma.

Casova slozitost popsaného programu je ©(m?), kde m je pocet hran
zadaného grafu. ProtoZe v neorientovaném grafu plati m < n(n — 1)/2,
miizeme nasi ¢asovou slozitost shora odhadnout jako O(n?).

Poznamka

Existuje i efektivnéjsi feseni. Staci si uvédomit, ze pied hledanim ha-
miltonovské cesty z x do y vibec nemusime odstraiiovat hranu (z,y)
z grafu. Hamiltonovské cesta z x do y v grafu s n = 3 vrcholy ji stejné
nemuze obsahovat. Sta¢i tedy pro kazdou hranu (z,y) zjistit, zda plati
cesta(n,E,x,y).

Sdlovy KSP

Salovy KSP je obrovsky a jeho jedinym vystupem jsou dvé svétla —
Cervené a zelené. S timto vystupem déle nepracujeme.

Priklad. Mimozemstané ndm dodali sadlovy KSP, ktery rozhoduje pro-
blém 3-partitnosti. Tento KSP méa funkci tri_partitnost (X), ktera roz-
sviti zelené nebo Cervené svétlo podle toho, zda posloupnost X je 3-partit-
ni — tedy zda se jeji prvky daji rozdélit do 77 skupin se shodnym souctem.

Na vstupu dostanete posloupnost kladnych celych ¢isel A. NapiSte pro-
gram s polynomiélni ¢asovou slozitosti, ktery rozsviti zelené nebo Cervené
svétlo podle toho, zda je posloupnost A 2-partitni (tzn. zda mizeme prvky
posloupnosti A rozdélit do dvou skupin se shodnym souctem).

Analyza zadani
1. Program na vstupu dostane posloupnost ¢isel A.
2. Vykona néjaké vypocty a vytvoii néjakou novou posloupnost ¢isel X.
3. Na konci (kazdé mozné vétve) vypoctu jednou zavold funkei
tri_partitnost (X), ktera rozsviti spravné svétlo.
Reseni
def dva_partitnost(A):
s”= sum(A)

if s%2 == 0: # s%2 je zbytek po déleni s dvéma
X=A"+[s//2] # // je celoliselné déleni

else:
X = [1] # [1] je posloupnost,

# kterd urcité neni 3-partitni
tri_partitnost(X)
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Necht jsme dostali vstupni posloupnost A = (ay, ..., a,). Spo¢itame si
jeji soucet s.

Je-li s sudé, priddme na konec vstupni posloupnosti jesté jeden prvek
s hodnotou s/2. Takto upravenou posloupnost posleme do KSP. Ten ndm
odpovi, zda je tato posloupnost 3-partitni. Jenze upravena posloupnost
je 3-partitni pravé tehdy, kdyz byla puvodni posloupnost 2-partitni. KSP
tedy za nds praveé vytesil zadanou tlohu.

Proc¢ plati vyse uvedend ekvivalence? V nové posloupnosti X je soucet
v8ech prvki roven 3s/2. Jestlize je tedy X 3-partitni, pak kazd4 ze skupin,
na néz X rozdélime, mé soucet rovny presné s/2. Potom ale nutné jednu
z téchto t¥i skupin tvoii samotny pfidany prvek s hodnotou s/2. Nase nova
posloupnost je proto 3-partitni praveé tehdy, kdyz je mozné ostatni prvky
rozdélit do dvou skupin se stejnym souctem tzn. pravé tehdy, kdyz je
puvodni posloupnost A 2-partitni.

Je-li s liché, vime rovnou, Ze musime odpovédét NE. Do KSP proto
chceme poslat libovolny vstup, pro ktery d4 KSP zdpornou odpovéd. Ta-
kovym vstupem je tieba X = (1) nebo X = (1,1, 2).

Casova slozitost tohoto programu je linearni vzhledem k délce posloup-
nosti X.
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