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Navody k domaci casti |. kola kategorie A

1. Je ddno prirozené ¢islo n. Ctverec o strané delky n je rozdélen na n? jednotkouvych
ctverecki. Za vzddlenost dvou ctvereckiu povaZujeme vzdalenost jejich stredu. Urcete
pocet dvojic ctverecki, jejichZ vzddlenost je 5.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Kolik je ve ¢tverci n X n dvojic ¢tverecku, jejichz vzdalenost je 2?7 [Pokud
n 2 2, je jich v kazdém fadku n — 2 a stejné i v kazdém sloupci. Celkem jich
je 2n(n — 2).]
2. Kolik je ve &tverci n x n dvojic étvereckil, jejichz vzdalenost je v/5? [Pro n > 2
jich je 4(n — 1)(n — 2).]
D1. Urcete pocet dvojic (a,b) pfirozenych ¢isel (1 < a < b < 86), pro které je
soucin ab délitelny tfemi. [51-C-I1I-1]
D2. Ctvercova tabulka je rozdélena na 16 x 16 poli¢ek. Kobylka se po ni pohybuje
dvéma smeéry: vpravo nebo doll, pricemz stfida skoky o dvé a o tii policka
(tj. zAdné dva po sobé jdouci skoky nejsou stejné dlouhé). Zacina skokem délky
dva z levého horniho policka. Kolika rtiznymi cestami se muze kobylka dostat
na pravé dolni policko? (Pod cestou mame na mysli posloupnost poli¢ek, na

které kobylka dosko¢i.) [62-C—I-1]

2. Je dan trojuhelnik ABC', v némz je BC nejkratsi stranou. Jeji stred oznacme M.
Na strandch AB a AC uréime postupné body X aY tak, aby platilo |BX| = |BC| =
= |CY|. Prusecik primek CX a BY oznacéme Z. Ukazte, Ze primka ZM prochazi
stredem kruznice pripsané€ strané BC' daného trojuhelniku.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Oznac¢me S, T, U postupné stiedy kruznic ptipsanych stranam BC, CA, AB
daného trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze trojuhelniky SBC, ATC, ABU jsou
podobné. [Trojuhelniky jsou podobné podle véty uu; velikosti jejich vnitinich
Ghlt jsou 90° — 1a, 90° — 13, 90° — 1+]

2. V daném c¢tytahelniku ABCD oznac¢me postupné K, L, M, N stfedy stran
AB, BC, CD, DA. Dokaite, 7e stfed tisecky K M lezi na piimce LN. [Usecky
KL a NM jsou stfedni pricky trojuhelnikit ACB a AC D, jsou tedy rovnobézné
s AC, tudiz i navzajem. Podobné LM || KN. Takze KLMN je rovnobéznik
a sttedy tsecek KM, LN jsou totozné.|

D1. V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati

|BC|=|CD| = |DA| a |¥DAB|=|xABC| = 36°.

Na zdkladné AB je dan bod K tak, ze |AK| = |AD|. Dokazte, ze kruznice
opsané trojuhelnikim AK D a K BC maji vnéjsi dotyk. [53-B-1-2]

D2. Je dana kruznice k se sttedem S. Kruznice | ma vétsi polomér nez kruznice k,
prochazi jejim stredem a protina ji v bodech M a N. Primka, kterda prochézi
bodem N a je rovnobézna s primkou M.S, vytind na kruznicich tétivy NP
a N@Q. Dokazte, ze trojahelnik M PQ je rovnoramenny. [59-C—11-3]



3. Najdéte vsechna celd c¢isla k = 2, pro kterd existuje k-prvkovd mmnoZina M celych
kladnych cisel takovd, Ze soucin vsech cisel z M je délitelny souctem libovolnych
dvou (ruznych) cisel z M.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte, ze pokud pro pfirozena ¢isla a, b, ¢, d plati a | c a b | d, pak ab | cd.
[Z predpokladt vyplyva, ze zlomky ¢/a, d/b jsou celd isla, takze i jejich soudin
cd/ab je celé ¢islo.]

2. Dokazte, ze pokud jsou pfirozend ¢isla a, b nesoudélna, pak a + b1 ab. [Pokud
nsd(a,b) = 1, pak nsd(a + b,a) = nsd(a + b — a,a) = nsd(a,b) = 1. Podobné
nsd(a + b,b) = 1. Odtud nsd(a + b,ab) = 1, takze zlomek ab/(a + b) je v za-
kladnim tvaru, a protoze a + b > 1, neni celym ¢islem.|

3. Dokazte, ze zadna triprvkovd mnozina vyhovujici zadani neobsahuje ¢islo 1.
[Sporem: necht mnozina {1,a,b} vyhovuje. Pak a + 1 | ab, a jelikoz nsd(a +
+1,a) = 1, nutné a + 1 | b, ¢ili @ < b. Analogicky b < a, ¢imz dostavame
spor.]

4. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo k existuje k po sobé jdoucich prirozenych
¢isel, mezi nimiz neni zZadné prvocislo. [Vyhovuje napf. k-tice (k+ 1)!+2, (k+
+)!+3,.. B+ D)+ (kE+1)]

D1. Dokazte, ze existuje rostouci posloupnost (a,)52 ; pfirozenych ¢isel takova, ze
pro kazdé pfirozené ¢islo k = 2 posloupnost (k + a,,)52; obsahuje pouze ko-
ne¢né mnoho prvocisel. Rozhodnéte, zda existuje rostouci posloupnost (a, )5,
ptirozenych ¢isel takové, Ze pro kazdé celé ¢islo k = 0 posloupnost (k+ a,,)52
obsahuje pouze koneéné mnoho prvocisel. [46-A-111-4]

D2. Dokazte matematickou indukci pro k = 4 nerovnost 2F~1 > 2k — 1.

D3. Ukazte, ze pro kazdé celé k = 2 lze vybrat k riznych pfirozenych ¢isel tak, aby
jejich soucin byl délitelny kazdym cislem, které je souc¢tem nékolika z vybranych
¢isel (ne nutné dvou jako v soutézni tloze). [Libovolné vybranou k-tici ¢isel
ai,as,...,a, zaménte za k-tici Nay, Nas, ..., Nag, kde N je spoleény nasobek
véech 28 — k — 1 souétt a;, +az, +...+a;, 25r<k)]

4. Predpoklddejme, Ze pro redlnd cisla x, y, z plati
15(x +y + 2) = 12(zy +yz + zz) = 10(z? + y* + 2?)

a Ze alespon jedno z nich je ruzné od nuly.
a) Dokazte rovnost x +y + z = 4.
b) Najdéte nejmensi interval (a,b), v némz lezi vsechna t7i ¢isla z libovolné trojice
(z,y, z) vyhovujici predpokladium ulohy.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Rovnice 22 —522+22+3 = 0 ma tii realné kofeny. Jaky je soucet jejich druhych
mocnin? [Pokud a, b, ¢ jsou kofeny dané rovnice, plati podle Vietovych vztahii
a+b+c=5ab+bc+ca=2,atedya®+b2>+c*>=(a+b+c)*—2(ab+bc+
+ca) =52 —-2-2=21]

2. Soucin dvou realnych cisel je dvojnasobkem jejich souctu. Jaky mize byt jejich
soucet? [Pokud a + b = p a ab = 2p, po vyjadfeni b = pa a dosazeni do druhé
rovnice dostaneme a? —ap+2p = 0, coZ je kvadratické rovnice s diskriminantem
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

p?—8p. Ten je nezdporny (existuje tudiz redlné feseni), pravé kdyz p € (—oo,0)U
U (8,00).]
Dokazte, ze pokud pro realna ¢isla a, b, c plati a + b+ c =1, je

2(a® +b* 4+ c*) +ab+ be+ ca = 1.

[46-A—S-3|
Urcete vSechny trojice realnych ¢isel a, b, ¢, které splnuji podminky

a2+ +c*=26, a+b=5 a b4+c=>T.

[62—-A—S-3]

Najdéte vSsechny mozné hodnoty souctu x + y, jestlize redlné ¢isla z, y spliuji
rovnost 23 + y3 = 3zy. [48-B-1-6]

Predpokladejme, Ze pro kladna realna cisla a, b, ¢, d plati

ab+cd =ac+bd =4 a ad 4+ bec = 5.
Najdéte nejmensi moznou hodnotu souctu a+b+c+d a zjistéte, které vyhovujici
Ctvefice a, b, ¢, d ji dosahuji. [61-A-11-4]
Predpokladejme, ze realna cisla x, y, z vyhovuji soustavé rovnic
T+y+z=12, x2+y2+z2:54.
Dokazte, ze pak plati nasledujici tvrzeni: a) Kazdé z ¢isel xy, yz, zz je alesponn 9,

avSak nejvyse 25. b) Nékteré z éisel x, y, z je nejvyse 3 a jiné z nich je alespon 5.
[60—A-IIT-3]

. V daném trojuhelniku ABC oznac¢me D bod dotyku kruZnice vepsané se stra-

nou BC'. Kruznice vepsand trojuhelniku ABD se dotykd stran AB a BD v bodech
K a L. Kruznice vepsand trojuhelniku ADC' se dotykd stran DC a AC v bodech
M a N. Dokazte, Ze body K, L, M, N lezi na jedné kruznics.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

1.

Necht P je bod lezici ve vnéjsi oblasti dané kruznice k. Timto bodem ve-
deme tecny, které se kruznice k dotykaji postupné v bodech U, V. Dokazte,
ze |PU| = |PV|. [Vyplyva to ze soumérnosti podle pfimky PS, kde S je stfed
kruznice k.|

. Dokazte, ze kruznice vepsana trojuhelniku ABC' se dotyka jeho stran v bodech

D, E, F urcenych rovnostmi |AE| = |AF| = s —a, |BF| = |BD| = s — b,
|CD| = |CE| = s—c,kde s = 3(a+b+c). [Rovnosti |[AE| = |AF|,|BF| = |BD|,
|CD| = |CE| vyplyvaji z predeslé navodné tkoly. Pokud délky téchto usekii
oznacime x, y, z, dostaneme soustavu z +y =c, y + 2 = a, 2 +x = b, jejiz
feSenim dostaneme vyjadieni © = %(b—l—c— a)=s—a,y = %(c—l—a— b) = s—b,
z=2(a+b—c)=5—c]

Dokazte, ze pokud se osy nékterych tii stran ctyithelniku protinaji v jednom
bodg, je tento ¢tyfthelnik tétivovy. [Prusecik os tii stran je stejné vzdalen od
v8ech ¢tyt vrcholi.]



4.

D1.

D2.

. Necht a, b jsou dand, navzdjem nesoudélnd prirozend c¢isla. Posloupnost (x,,
) )

Necht D, E, F jsou body dotyku kruznice vepsané trojuhelniku ABC' s jeho
stranami. Dokazte, ze trojuhelnik DEF' je ostrotuhly. [Velikosti thla trojihel-
niku DEF jsou 90° — %a, 90° — % , 90° — %'y, coz jsou vSechno ostré thly.]
Necht K, L, M jsou po fadé vnitini body stran BC', CA, AB daného trojuhel-
niku ABC takové, ze kruznice vepsané dvojicim trojuhelniki ABK a CAK,
BCL a ABL, CAM a BC'M maji vnéjsi dotyk. Pak plati

|BK|-|CL| - |AM| = |CK] - |AL| - |BM].

Dokazte. [49-A-1-2]

Na piimce a, na které lezi strana BC' trojuhelniku ABC, jsou dany body dotyku
vSech tfi jemu pfipsanych kruznic (body B a C' nejsou znamy). Najdéte na této
pfimce bod dotyku kruznice vepsané. [63-B—S—3]

o
n=1

prirozenych cisel je sestavena tak, Ze pro kazdé n > 1 plati x,, = ax,_1+0b. Dokazte,
Ze v libovolné takové posloupnosti kazdy clen x,, s indexem n > 1 déli nekonecné
mnoho jejich dalsich clent. Plati toto tvrzeni i pron =17

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

2.

Zopakujte si a dokazte nasledujici tvrzeni z teorie cCisel:

a) pokud nsd(a,b) =1 a a| be, pak a | ¢;

b) nsd(a,b) = nsd(a — kb, b);

c¢) pokud nsd(a,b) = 1, pak nsd(a™,b") =1
Je dana k-prvkova mnozina M, jejiz prvky jsou celd ¢isla. Dokazte, ze existuje
neprazdna podmnozina mnoziny M, soucet jejichz prvkid je ndsobkem cisla k.
[Necht M = {a1,...,ax}. Pokud se mezi k ¢isly aq, a; +aq, ...,a1+as+...+ag
nachézi nasobek k, je tvrzeni zfejmé. V opacném pripadé se mezi nimi nachazeji
dvé ¢isla a1 + ...+ a;, a1 + ... +a;, i < j, jez dédvaji pfi déleni cislem k stejny
zbytek, takze jejich rozdil je nasobkem k, a pfitom je to zaroven i soucet prvka
mnoziny {a;4+1, @12, ...,a;}.]



