v

Navody k domaci casti |. kola kategorie B

1. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

|22 — 9| + |y* — 5| = 52.

NAVODNE A DOPLNUJict ULOHY:

D2.

D3.

. Reste rovnici |4z — 2| + |z — 2| = 6. [Rovnice m4 dvé feseni —2 a 2.]
. Necht pro redlna ¢isla z a y plati |22 + 4| + |y? — 65| = 20, potom z € (—4;4)

ay e (=9;—7)U(7;9). Dokazte.

. 'V oboru reélnych ¢isel feste rovnici 2171 — 27 =1 4 |2% — 1. [63-B-S-1]
. Uréete viechna realna é&isla p, pro néz méa rovnice (x — 1)? = 3|x| — pz pravé

tii rizna FeSeni v oboru realnych cisel. [52-B-11-3]
Urcete vSechna realna cisla s a t, pro ktera je grafem funkce
2
¢ —4x + s
fx) =

tle —1|+z+7
lomend ¢ara slozend ze dvou polopfimek. [50-A-1I-2]
Pro ktera redlna ¢isla a, b je funkce f(z) = alx —1|+b(x —3)+ |z —b|+ 2z —1
omezena? [49-B-S-1]

. Drak ma n hlav, po jedné na kazZdém z n krku usporadanych do kruhu. Rytir dokadze

jednim uderem tit po k sousednich krcich a hlavy na nich setnout. Jestlize drakovi po
uderu zbyde aspon jedna hlava, muze si nechat nékterou z chybéjicich hlav okamZzité
dorist. Dokazte, Ze kdyzZ pro dana cislan a k muze rytir draka zbavit vsech hlav bez
ohledu na to, jak mu doristaji, svede to udélat nejvyse trems udery.

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

1.

D1.

Uvazujme situaci ze zadani tlohy 2. Necht rytit dokaze jednim tderem tit po
2 sousednich krcich.
a) Pokud mé drak 3 hlavy, potom je rytif schopen zbavit draka vSech hlav
dvéma tdery. Popiste rytifovu strategii.
b) Dokazte, ze pokud mé drak 4 hlavy, potom si drak miize nechat doristat
hlavy tak, ze ho rytit nikdy nezbavi vSech hlav. Popiste drakovu strategii.
[Oznacme hlavy draka dokola €isly 1,2, ... a) Necht rytif prvnim tderem setne
hlavy 2 a 3. Drakovi zbyva hlava 1, proto si né€kterou z useknutych hlav necha
dorust. Ale kazda z useknutych hlav sousedi s hlavou 1, a jakmile doroste, rytit
ji usekne spolu s hlavou 1 druhym tderem. b) Rytif nemtze jednim tderem
tit po krcich, na kterych jsou hlavy 2 a 4, soucasné vSak jednim tiderem musi
jednu z téchto dvou hlav setnout. Po kazdém tderu tedy drakovi zbyde bud
hlava 2, nebo hlava 4 a drak si nasledné nechéa druhou z téchto hlav dortst.]
Na kazdé sténé krychle je napsano prave jedno celé ¢islo. V jednom kroku zvo-
lime libovolné dvé sousedni stény krychle a ¢isla na nich napsana zvétsime o 1.
Urcete nutnou a postacujici podminku pro ocislovani stén krychle na pocatku,
aby po kone¢ném poctu vhodnych krokt byla na vSech sténach krychle stejna
¢isla. [60-A-1-5]



3. Vtrojihelniku ABC oznacme U stied strany AB a'V stred strany AC'. V poloroviné
opacné k poloroviné BCA uvazZujme libovolny rovnobéznik BCDE. Oznacme X
prusecik primek UD a VE. Dokazte, Ze primka AX déli rovnobéznik BCDE na
dveé casti téhoZ obsahu.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte, ze primka déli rovnobéznik na dvé ¢asti stejného obsahu, prave kdyz
prochazi jeho prusecikem thlopficek (stredem rovnobézniku). [Rovnobéznik je
stredové soumeérny, pfimka prochazejici jeho stfedem ho tedy déli na dvé shodné
¢asti. Naopak, necht dana piimka déli rovnobéznik na dvé ¢asti stejného ob-
sahu. V pripadé, ze prochézi dvéma sousednimi stranami, vytne trojuhelnik,
jehoz obsah je nejvyse polovina obsahu ctyirthelniku, rovnost nastane v pri-
padé uhlopricky. Pokud pifimka prochazi prot€jsimi stranami, vzniknou dva
lichobézniky se stejnou vyskou, ty maji shodny obsah, pravé kdyz maji shodny
soucet zakladen.]

D1. Lichobéznik ABCD mé zakladny AB a C'D po fadé délek 18 cm a 6 cm. Pro
bod E strany AB plati 2|AF| = |EB|. Tézisté trojuhelnikt ADE, CDE, BCFE,
jez oznacime po fadé K, L, M, tvori vrcholy rovnostranného trojihelniku.

a) Dokazte, ze pfimky KM a C'M sviraji pravy thel.
b) Vypocététe délky ramen lichobézniku ABCD.
[60-C-11-4]

D2. Uvnitf rovnobézniku ABCD je dan bod X. Sestrojte primku, kterd prochazi
bodem X a rozdéluje dany rovnobéznik na dveé ¢asti, jejichz obsahy se navzajem
lisi co nejvice. [61-A-III-4]

4. Necht m je prirozené ¢islo, které ma 7 kladnych déliteld, a n je pFirozené éislo,
které md 9 kladnych déliteli. Kolik déliteld mize mit souc¢in m - n?

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Kolik kladnych délitelt maji ¢isla 24, 128 a 1057 Kolik kladnych déliteld ma
soucin kazdé dvojice téchto ¢isel? [Kazdé z ¢isel ma 8 déliteld, 24 - 128 ma 22
deéliteld, 24 - 105 ma 48 délitela, 128 - 105 ma 64 délitelu.

2. Jaké jsou vSechny mozné rozklady cisla s 8 kladnymi déliteli na soucin prvoci-
sel? [p7, pip2, p1paps.]

3. Urcete nejmensi ptirozené ¢islo s osmi kladnymi déliteli. [Z vysledku predchozi
tilohy plyne, ze hledanym je ¢islo 24, nejmensi z &isel 27, 23 -3 a2-3-5.]

4. Necht n = p*p5?...p% je rozklad pfirozeného €isla n na soucin prvocisel.
Dokazte, ze potom ma ¢islo n pravé 7(n) = (a1+1)(az+1) ... (as+1) kladnych
déliteli.

D1. Ozna¢me 7(k) pocet vSech kladnych délitelt pfirozeného ¢isla k a necht n je
feSenim rovnice 7(1,6n) = 1,67(n). Uréete hodnotu podilu 7(0,16n) : 7(n).
[48—A-T-4]

5. Necht S je stied prepony AB pravouhlého trojuhelniku ABC, ktery neni rovno-
ramenny. Oznacme D patu vysky z vrcholu C' a R prusecik osy vnitrniho wuhlu
pri vrcholu C' s preponou AB. Urcete velikosti vnitinich uhli tohoto trojuhelniku,
plati-li |SR| = 2|DR).



NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

D1.

D2.

D3.

D4.

Osa vnitiniho thlu trojahelniku ABC pfi vrcholu C protiné stranu AB v bodé
R. Dokazte rovnost poméru |AC| : |BC| = |AR| : |BR|. [Ozna¢me v velikost
vysky trojuhelniku ABC prochazejici bodem C'. Bod R lezi na ose tihlu ACB,
jeho vzdalenost od stran AC a BC' je tedy stejna, ozna¢me ji . Dvéma zpusoby
vyjddiime obsah trojihelniku ARC, plati $|AR|v = $|AC|r. Podobné vyjé-
dffme i obsah trojihelniku BRC, plati 1|BR|v = $|BC|r. Vydélenim obou
téchto rovnosti dostaneme pozadovany vztah.]

. Pomoci velikosti vnitfnich uhld trojuhelniku vyjadrete velikosti 1hld, které

sviraji vysky trojihelniku s jednotlivymi stranami a mezi sebou navzajem.
Je dana kruznice k se stfedem S. Kruznice [ mé vétsi polomér nez kruznice k,
prochazi jejim stredem a protina ji v bodech M a N. Primka, kterd prochézi
bodem N a je rovnobézna s pfimkou MS, vytind na kruznicich tétivy NP
a N@Q. Dokazte, ze trojahelnik M P(Q je rovnoramenny. [59-C—1I-3]

Pro vnitini bod P strany AB ostroihlého trojihelniku ABC ozna¢me K a L
paty kolmic z bodu P na pfimky AC a BC'. Sestrojte takovy bod P, pro ktery
pfimka CP puli usecku K L. [58-B-S-1]

Necht ABC je ostrotuhly trojuhelnik. Ozna¢me K a L paty vysek z vrcholu A
a B, M sttfed strany AB a V prusecik vysek trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze
osa thlu KM L prochézi stfedem tsecky VC'. [54-B-11-3]

Necht V je prusecik vysek ostrotihlého trojuhelniku ABC'. Pfimka C'V je spo-
le¢nou tecénou kruznic k£ a [, které se vné dotykaji v bodé V' a pritom kazda
z nich prochézi jednim z vrcholi A a B. Jejich priseciky s vnitiky stran AC
a BC oznacme P a (). Dokazte, ze polopiimka V' je osou thlu PV(Q a ze
body A, B, P, Q lezi na jedné kruznici. [62-B-1-3|

V roviné je dan rovnobéznik ABC'D, jehoz uhlopticka BD je kolméa ke strané
AD. Ozna¢me M (M # A) pruse¢ik pfimky AC s kruznici o praméru AD.
Dokazte, ze osa usecky BM prochézi stfedem strany C'D. [56-B-11-3]

V libovolném ostrotithlém riznostranném trojuhelniku ABC' oznac¢me O, V
a S po fadé stfed kruznice opsané, prisecik vysek a stfed kruznice vepsané.
Dokazte, ze osa tisecky OV prochazi bodem S, pravé kdyz jeden vnitini tihel
trojuhelniku ABC' ma velikost 60°. [59-A-I-4]

Oznac¢me S stfed kruznice vepsané danému trojuhelniku ABC a P, Q) paty
kolmic z vrcholu C' k pfimkam, na kterych lezi osy vnitinich thla BAC a ABC.
Dokazte, ze pfimky AB a P(Q jsou rovnobézné. [51-A-S—2]

. Dokazte, Ze pro libovolna kladna redlna cisla a, b, ¢ plati

A

+ =+

1 n 1 n 1 1 1 1
a2 —ab+02 b2—-bc+c?2 c2—cat+a? T a2 b2 2

Urcete, kdy nastane rovnost.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

Dokazte nerovnost a? — ab -+ b* > 0 pro libovolna dvé realna ¢isla a, b. [Nerov-
nost dostaneme jednoduchou tupravou na ctverec, nebo ukézeme ze uvedeny
kvadraticky trojélen ma v proménné a zaporny diskriminant.|

3



2.

D1.

D2.

D3.

Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla plati a, b plati nerovnosti

b 1 1,1 1
a? + b2 > 2ab, =22 a®+b>a?+ ab?, < ( +—>.
a

+ arb=1\a b

SR

Kdy v nich nastane rovnost?
Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b, ¢ plati nerovnost

1 N 1 n 1 1(1+1+1>
a+b b4+c cHa 2\a b ¢/’

A

[Podle predchézejici tlohy plati a%rb < i(% + %) Podobné plati i ch < i(% +

+ %) a C}ra < % (% + %) Sec¢tenim téchto tii nerovnosti dostaneme pozadovanou
nerovnost, ve které nastane rovnost, pravé kdyz nastane rovnost ve vSech uzi-
tych nerovnostech, tj. v pfipadé a = b = .|

Urcete vSechny dvojice (z;y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

wen(ted)z (5t

[63-B-1-2]
Dokazte, ze pro libovolna kladna realna ¢isla a, b plati

2(a® +3ab+b%) _a+b
Vab < <
b=y S 2

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy pfechazi v rovnost. [59-C-I-5]
Dokazte, ze pro libovolna kladna cisla a, b a ¢ plati nerovnost

(a—i—%)—l—(b—i—%)—i—(c—i—é) > 8,

Zjistéte, kdy nastane rovnost. [55-B—S—1]
Dokazte, ze pro libovolna kladna cisla a, b plati nerovnost

i/%Jr i/gg {’/2(@+b)<2 + %)
[49-A-T1-3]

Dokazte, ze pro kazdou trojici z, y, z kladnych cisel plati nerovnost

2 2 2
+ +
r+y y+z z4+=x

VagE( ) SVEVIHVE

Zjistéte, kdy nastane rovnost. [47-B-1-3]
Dokazte, ze pro kazdou trojici z, y, z nezapornych c¢isel plati nerovnost

z(z —/yz) + y(y — Vzz) + 2(z — /zy) 2 0.

Zjistéte, kdy plati rovnost. [17-A-11-2]



