MATEMATICKA OLYMP!ADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B,C a P
62. ROCNIK, 2012/2013
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k UcCasti v matematické olympiadé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P pofadame pravé pro vés.
Kategorie A je urena zaktim maturitnich a pfedmaturitnich ro¢niku,
kategorie B zaktim, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zakam, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zakiam vsech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka:

Predpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2012/2013 A
2013/2014 A
2014/2015 B
2015/2016 C

Zéci nizsich roéniki viceletych gymnézii soutézi v MO spole¢né s zaky
zékladnich skol v kategoriich 76 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéze v kategoriich A, B, C: V kategorii A probihd soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a ustfednim), v kategoriich B a C probihd
ve dvou kolech (8kolnim a krajském).

Skolni kolo mé dvé ¢asti — doméaci a klauzurni. V doméaci €asti na
vas Cekd Sest uloh, které najdete v tomto letdku. Jejich feSeni (ne nutné
vech) odevzdejte svému uditeli matematiky do 3. prosince 2012 (katego-
rie A) a do 15. ledna 2013 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle
stupnice 1 — vyborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere,
vysvétli vam pripadné nedostatky a seznami vas se spravnym feSenim,
které také najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vase
feSeni alespon Ctyf uloh ohodnocena jako vyborna nebo dobra, budete
pozvani do klauzurni ¢asti Skolniho kola. Tam budete ve stanoveném case
samostatné fesit dalsi t¥i alohy.

Nejlepsi tcastnici skolniho kola budou pozvéni do krajského kola. Tam
budou béhem ¢ty hodin samostatné fesit ¢tyfi tlohy. Podle rozhodnuti



Ustiedni komise MO z biezna 2011 nebudou od gkolniho roku 2011/2012
v klauzurnich kolech MO povoleny kalkulacky, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomiicky. O pofadi v krajskych kolech soutéze rozhoduje sou-
¢et bodtl ziskanych za jednotlivé tlohy, a to 0 az 6 bodd za kazdou z nich.
Pokud prvnich n zakt dosdhne stejného poctu bodu, je jejich poradi ozna-
¢eno shodné 1.—n. mistem. Podobné se uréi poradi na dalsich mistech.
Z4dna jina kritéria nejsou pFipustna.

V kategorii A budou jesté nejlepsi Fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v ustFfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéZe lze pouzivat pouze
psaci a rysovaci potieby. Pravé pro ni se z vitézu ustfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve Skolnim kole fesite jen ¢tyfi tulohy
uvedené v tomto letdku spolu s pokyny, jak mate nalozit s feSenimi, ktera
nebudete odevzdavat ve skole.

V kategorii P se nekond klauzurni ¢ast skolniho kola, takze tspésni
fesitelé domacich tloh budou pozvani pfimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P kond tstfedni kolo, jehoz vitézové se
zucastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Terminy soutéznich kol 62. ro¢niku MO jsou stanoveny takto:

I. kolo II. kolo III. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (GstTfedni)
Kategorie A 11.12. 2012 15.1. 2013  17.3.-20.3. 2013
Kategorie B, C 24.1. 2013 9.4. 2013 —
Kategorie P — 22.1. 2013  20.3.-23.3. 2013

MO poiadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeze a télovjchovy CR, Jednota
Ceskych matematiki a fyziki a Matematicky istav Akademie veéd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO a v krajich ji ¥idi kraj-
ské komise MO pii pobockich JCMF. Na jednotlivych skolach ji zajistuji
povéfeni ucitelé matematiky, na které se mizete s otazkami kolem MO
kdykoli obracet.

ReSeni soutéZnich dloh vypracujte €itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Smutny

2. D, gymnazium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
B-14

Posledni adaj je oznaceni tlohy podle tohoto letdku. Znéni loh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vam FeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o¢islujte stranky. ReSeni
piste jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné tvahy tak,
aby bylo moZno sledovat vas myslenkovy postup.



Kategorie A

. Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q, pro které existuje prirozené
¢islo a takové, ze
pq a?+1

p+q a+1'

(Jan Mazak, Rdobert Toth)

. Dvé kruznice k1(S1,71) a k2(Sa2,72) se vné dotykaji a lezi ve étverci
ABCD o strané a tak, ze ky se dotyka stran AD a C'D a ko se dotyka
stran BC a C'D. Dokaite, ze aspoii jeden z trojihelniki AS;S52, BS1.5;
mé obsah nejvyse 2 a?. (Tomds Jurik)

. Oznacéme p(n) pocet véech n-mistnych ¢isel slozenych jen z ¢islic 1, 2,
3, 4, 5, v nichz se kazdé dvé sousedni cislice lisi alespon o 2. Dokazte,
ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati

5.24" 1 <pn) <5-25"h
(Pavel Novotng)

. Najdéte v8echny funkce f: R\{0} — R takové, Ze pro vSechna nenulova
¢isla z, y plati

v flry) + f(=y) == f(2).
(Pavel Caldbek)

. Ozna¢me I stfed kruZnice vepsané trojuhelniku ABC'. Kruznice, ktera
prochézi vrcholem B a dotyka se pfimky AI v bodé I, protind strany
AB, BC postupné v bodech P, Q). Prusecik pfimky QI se stranou AC
ozna¢me R. Dokazte, ze plati

|AR| - |BQ| = |PI|.

(Jaroslav Svréek)

. V oboru reélnych c¢isel vyfeste soustavu rovnic

sin® z + cos?y = tg? 2,

2y= tg2x,

sin? Yy + cos
sin? z 4+ cos? x = tg2y.

(Pavel Caldbek)



Kategorie B

. Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) pfirozenych ¢isel, pro které plati
2% + 4" =8°.
(Jaroslav Svrcéek)

. V oboru realnych ¢isel feste rovnici
224 (3v2 = 2)22 — (1 +V2)z — 14(V/2 - 1) = 0,

vite-li, Ze ma alespon jeden celociselny kofen. Pripadné iracionalni ko-
feny zapiste v jednoduchém tvaru bez odmocnin iracionalnich cisel.
(Jaromir Simsa)

. Necht V je priisecik vysek ostroihlého trojihelniku ABC. P¥imka CV
je spolefnou teénou kruznic k a I, které se vné dotykaji v bodé V
a pritom kazdé z nich prochézi jednim z vrcholi A a B. Jejich pruseciky
s vnitiky stran AC a BC ozna¢me P a @. Dokazte, Ze polopfimka VC
je osou thlu PV Q@ a Ze body A, B, P, @ lezi na jedné kruznici.
(Jaroslav Svréek)

. Najdéte nejmensi hodnotu zlomku

n3 —10n% 4+ 17n — 4
n2—10n+18 ’

kde n je libovolné ptirozené ¢islo vétsi nez 2. ( Vojtech Bdlint)

Vin) =

. V roviné je déna usecka AB. Pro libovolny bod X této roviny, ktery
je rizny od A i B, ozna¢me X4, resp. Xp obraz bodu A, resp. B
v osové soumérnosti podle pfimky X B, resp. X A. Najdéte vSechny ta-
kové body X, které spolu s body X 4, X tvori vrcholy rovnostranného
trojahelniku. (Pavel Caldbek)

. Je dano prirozené ¢islo k < 12. Ve vrcholech pravidelného dvanéctithel-
niku jsou napséna ¢isla 1,2, ..., 12 (jako na ciferniku hodin). V jednom
kroku mtzeme bud vyménit nékterd dvé protilehld ¢isla, nebo zvolit
libovolnych k sousednich vrcholi a v nich napsani ¢isla zvétsit o 1. Jako
T (k) oznacme tvrzeni, Ze po konecném poétu kroku lze dostat vsech
12 ¢isel stejnych. Dokazte, ze T'(2) neplati, T'(5) plati, a rozhodnéte
o platnosti T'(3). (Jdan Mazdk)



Kategorie C

. Ctvercova tabulka je rozdélena na 16 x 16 poli¢ek. Kobylka se po ni
pohybuje dvéma sméry: vpravo nebo dolti, pficemz stiida skoky o dvé
a o tfi policka (to jest zadné dva po sobé jdouci skoky nejsou stejné
dlouhé). Zagina skokem délky dva z levého horniho policka. Kolika rtiz-
nymi cestami se mize kobylka dostat na pravé dolni policko? (Cestou
rozumime posloupnost poli¢ek, na ktera kobylka doskoéi.)

(Peter Novotny)

. Pro kladna realna ¢isla a, b, ¢, d plati
a+b=c+d, ad = be, ac+ bd = 1.

Jakou nejvétsi hodnotu muze mit soucet a + b+ c+d? (Jdn Mazdik)

. Je dan obdélnik ABCD s obvodem o. V jeho roviné najdéte mnozinu
vSech bodi, jejichz soucet vzdalenosti od ptimek AB, BC, CD, DA je
roven Zo. (Tomds Jurik)
. Rozhodnéte, zda z libovolnych sedmi vrchold daného pravidelného de-
vatenactithelniku lze vzdy vybrat ctyti, které jsou vrcholy lichobéz-
niku. (Jaromir Simsa)

. Uréete vechna celd ¢isla n, pro néz 2n® — 3n?2 + n + 3 je prvodislo.
(Jaroslav Svrcéek)

. Uvnit¥ pravidelného Sestitthelniku ABCDEF s obsahem 30 cm? je zvo-

len bod M. Obsahy trojuhelniki ABM a BCM jsou po fadé 3cm?

a 2cm?. Uréete obsahy trojuhelniktt CDM, DEM, EFM a FAM.
(Pavel Leischner)






KATEGORIE P

Ulohy P-1-1 a P-1-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvofit a odla-
dit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. Refeni téchto dvou tloh ode-
vzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pfistupné na strance hitp:
//mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou
automaticky vyhodnocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni
se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziska plny pocet bodu, muzete
své Teseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I1-3 a P-1-4 jsou teoretické, vasim tukolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. Reseni ulohy se sklada z popisu navrzeného algoritmu, zdivod-
néni jeho spravnosti (funkénosti) a u tlohy P-I-3 i odhadu ¢asové a pamétové slozitosti.
Soucasti feseni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokédu v iloze
P-I-3 a log-space program v tiloze P-I-4. Reseni téchto dvou tloh odevzdavejte ve formé
souboru typu PDF pres vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni viech tiloh muzete odevzdavat do 15. listopadu 2012. Opraven4 feseni tiloh a
seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankich olympiady na
adrese hitp://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Spiéni

Rozvédce se podafilo odhalit rozsdhlou sit $piénti a nyni se ji snazi
zneskodnit. K dispozici ma presné tidaje o tom, ktefi Spioni se navzijem
znaji. Vzhledem k finané¢ni krizi ma rozvédka omezené prostiedky, a proto
chce zacit likvidaci nejvétsi skupiny Spiont.

Skupina je definovana jako mnozina $piénu takova, ze kazdi dva Spioni
v ni se navzajem znaji.

Sit je z bezpecnostnich dtivodti pomérné Fidkd — v kazdé podmnoziné
k $piént je nanejvys 3k dvojic $pidnt, ktefl se znaji. Specidlné z toho
plyne, ze kazda skupina ma velikost nanejvys 7.

Soutézni tloha. Mate zadan popis sité Spiénti. Naleznéte a vypiste ¢leny
nejvétsi skupiny.

Formdt vstupu: Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu.
Prvni rddek obsahuje prirozena ¢isla N a M udavajici pocet Spiont a po-
et dvojic $piénti, ktefi se navzdjem znaji (0 < M < 3N). Spiéni maji
pridélena ¢isla od 1 do N. Na kazdém z nasledujicich M fadku jsou dveé
prirozend c¢isla udavajici ¢isla $piont, ktefi se vzajemné znaji.

Formdt vystupu: Program vypiSe na standardni vystup jediny radek.
Na ném se nachézeji ¢isla Spiénti v nejvétsi skupiné oddélend mezerami.
Cisla mohou b§t uvedena v libovolném pofadi. Pokud existuje vice nejvét-
§ich skupin, vypiste libovolnou z nich.

Hodnoceni

Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 2 body, bude 1 £ N < 40.
Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 7 bod®, bude 1 < N < 1000
a v siti bude nejvyse 64000 skupin Spiénti. V ostatnich vstupech bude
1< N < 100000.



Priklad:
Vstup: Vystup:
6 123

Jing moznéa spravna odpovéd je 1 2 4.

P-I-2 Elektricka sit

V zemi za devatero horami a devatero fekami zavadéji elektfinu. Jdou
na to ale ponékud zvlastnim zptsobem. Nejprve vybudovali elektrarny a
pak si uvédomili, ze je potfebuji propojit s mésty. V hlavnim mésté tedy
zasedla vrchni planovaci komise a zacala budovat elektrické vedeni, které
propoji mésta a elektrarny. A jak jinak — zacali od hlavniho mésta. Vy-
brali pro néj elektrarnu a vybudovali mezi ni a hlavnim méstem elektrické
vedeni. Poté vzdy vybrali néjaké nepfipojené mésto nebo elektrarnu a vy-
budovali vedeni z tohoto mésta nebo elektrarny do mésta nebo elektrarny
jiz. zapojené v siti. Takto postupovali, dokud do sité nezapojili vSechna
mésta a elektrarny v zemi.

Po vybudovani sité se ale objevil dalsi problém. Kazda elektrarna pro-
dukuje stfidavy proud s jinou frekvenci, a proto libovolné mésto musi byt
napajeno pouze z jedné elektrarny. Ze stejného divodu nelze ani vedeni
mezi mésty a elektrarnami pouzit k transportu elektrické energie ze dvou
riznych elektraren a ani nelze skrz mésto, které napaji jedna elektrar-
na, transportovat energii z jiné elektrarny. A aby problémii nebylo mélo,
kazdym vybudovanym vedenim lze vést pouze omezené mnozstvi energie.

Neni tedy divu, Ze se vrchni planovaci komise vzdala dalsitho plano-
vani a obratila se na vas s prosbou, abyste ji pomohli rozhodnout, ktera
elektrarna bude napéjet které mésto.

SoutéZni tloha. Vs program obdrzi popis vybudované elektrické sité.
Pro jednoduchost nazjvejme nadale mésta i elektrarny uzly. Kazda elek-
trarna mé pfirazen vykon, coz je maximalni mnozstvi elektrické energie,
kterou muze vyrobit. Kazdé mésto ma pfirazenu spotiebu, coz je mnozstvi
elektrické energie, kterou potiebuje a je ji do né€j pomoci sité potieba do-
pravit. Navic kazdé vedeni mezi dvéma uzly v siti ma pfifazenu kapacitu,
coz je maximalni mnozstvi elektrické energie, které lze pfes néj prepravit.

Vasim tkolem je pfifadit kazdému méstu elektrarnu, kterd jej bude
napajet. Soucet spotfeb mést, ktera napaji jedna elektrarna, nesmi pte-
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krocit jeji vykon. Navic mnozZstvi elektrické energie prepravované libo-
volnym vedenim nesmi byt vyssi nez jeho kapacita. A konecné, protoze
elektrarny produkuji proud s riznymi frekvencemi, nesmi se prepravovat
energie z elektrarny pres uzel, kde je jina elektrarna nebo mésto napajené
7z jiné elektrarny.

Popis vstupu: Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu.
Prvni fadek vstupu obsahuje dvé cela ¢isla N a d; oddélena jednou meze-
rou. Cislo N udéva podet uzll sité a d; udava spotiebu hlavniho mésta.
Uzly sité jsou ocislovany od 1 do N, kde uzel ¢islo 1 je hlavni mésto.
Naésledujici fadky popisuji uzly sité; i-ty fadek vstupu (kde 2 < i £ N)
popisuje uzel ¢islo i. Kazdy z téchto radkt je tvoren znakem M' nebo E' a
tfemi celymi ¢isly m;, ¢; a d; oddélenymi mezerami. Prvni znak uréuje, zda
je v uzlu mésto (znak M) nebo elektrarna (znak E‘). Cislo m; (1 < m; < 1)
je Cislo uzlu, kam je i-ty uzel pfipojen. Kapacita vedeni, které jej pripojuje,
je ¢;. Konecné, pokud i-ty uzel je elektrarna, tak ma vykon d;. Pokud je
i-ty uzel mésto, pak jeho spotieba je d;.

Muzete predpokladat, ze plati N =2 2 a 0 < ¢;,d; < 1000000000. Déle
mizete predpokladat, ze druhy uzel je vzdy elektrarna.

Popis vystupu: Program vypiSe na svij standardni vystup jediny ra-
dek. Ten obsahuje slovo ,Nelze“, pokud mésta nelze prifadit elektrarnam
tak, aby byla respektovana vSechna omezeni v zadani. V opa¢ném piipadé
tadek obsahuje N disel aq,...,an odpovidajicich jednotlivym uzlim sité.
Pokud je i-ty uzel elektrarna, pak a; je i. Pokud je i-ty uzel mésto, pak a;
je c¢islo uzlu, kde je elektrarna, ktera toto mésto napaji.

Vsimnéte si, ze omezeni ze zadani vyzaduji, aby bylo splnéno nésle-
dujici:

> Soucet spotfeb mést, které napaji dana elektrarna, je nejvysSe roven
vykonu této elektrarny.

> Kazdé mésto je v siti spojeno cestou s elektrarnou, ktera jej napaji,
a vSechny uzly na této cesté€ jsou mésta a jsou napajena touto elektrar-
nou.

> Kapacita vedeni, které spojuje dva uzly napajené stejnou elektrarnou,
je alespon soucet spotfeb vSech mést v ¢asti sité napajené touto elek-
trarnou oddélené od elektrarny uvazovanym vedenim.

Je mozné, ze ve vysledném feseni néktera z vybudovanych vedeni ne-
budou vyuzita a nepovede pres né zadna elektfina.

Hodnocent

Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 5 bodid, bude N < 1000.
V ostatnich vstupech bude N < 1000 000.



Priklady:

Vstup: Vystup:
55 22333
E 15 10

E 15 20

M 3 15 10

M455

Vstup: Vystup:
55 Nelze
E 15 10

E 15 20

M 3 12 10

M455

P-I-3 Zajicek

Ubohy zajicek se ocitl v pasti! Zatimco snidal uprostied rozkvetlé my-
tiny, v8§iml si ho nenasytny vlk a zajickovi nezbyva nic jiného, nez mu
utéct. Protoze na rozdil od vlka 1épe skace nez béha, potiebuje, aby cesta
vedla pfes co nejvice pokacenych stromt a vétvi. Pomozte mu a poradte,
kterym smérem maé utikat, aby vlkovi utekl.

Soutézni tloha. V roviné je ddno N tsecek, které prestavuji jednotlivé
prekdzky (pokdcené stromy a vétve). Tyto tsecky se mohou vzajemné pro-
tinat. Najdéte polopfimku p s pocatkem v bodé [0, 0] takovou, Ze protne
co nejvice tsecek. Polopfimka p protind tsecku, pokud s ni ma alespon
jeden spolec¢ny bod, pfi¢emz se pocitaji i krajni body usecky.

Formadt vstupu: Na prvnim radku je celé ¢islo N. Na i-tém z N na-
sledujicich radku je ¢tverice celych Cisel x;, y;, X;, Y;, kterd definuji i-tou
usecku s krajnimi body [x;,y:] a [X;,Y;]. MuZete pfedpoklddat, Ze pro
kazdou tsec¢ku plati x;Y; # X;y;. To specidlné znamenad, ze kazda tsecka
mé nenulovou délku a neobsahuje bod [0, 0].

Formdt vgstupu: Vystupem bude dvojice celych ¢isel z a y (kde x # 0
nebo y # 0) uréujici druhy bod polopfimky, ktera protind maximalni pocet
useéek. VA4S program mize vypsat libovolnou takovou dvojici (spréavnych
odpovédi je samoziejmé nekoneéné mnoho).

Hodnocent

Plnych 10 bodt ziskate za feSeni, které zvladne efektivné vytesit vstup
se statisici tseéek. AZ 7 bod muzete ziskat za feSeni, které zvladne efek-
tivneé vyftesit vstup s tisici tsecek.
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Priklad: [—4,4] [4,4]

Vstup: Vystup:

7 44 ~ i
1433 i
0321

131-3 ~

2 -1 -2 -1 N~

-2 04 -2

-30-12

2322 [—4, 4] [4, —4]

Existuji i dalsi spravné odpovédi, napriklad 5 5, 10 10, ...

P-I-4 Log-space programy

Letos se budeme v kazdém soutéznim kole olympiady setkavat s pro-
gramy s logaritmickou prostorovou slozitosti neboli log-space programy.
Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této ulohy je popsano, jak ta-
kové programy funguji. Poznamenejme, ze v této tloze nebudeme hodnotit
Casovou slozitost vasich feSeni, nemusite ji proto ani urcovat.

Soutézni dloha.

a) (4 body) Napiste log-space program, ktery danou posloupnost ¢i-
sel usporada vzestupné. Vstup dostanete v poli A[1..n], vystup ulozte
do pole B[1. .n]. Pozor na to, ze hodnoty v poli se mohou opakovat.

b) (4 body) Napiste log-space program, ktery zjisti, zda se zadané po-
sloupnosti ¢isel A[1..n] a B[1..n] lisi pouze poradim prvk.

c) (2 body) Méjme dva log-space programy f a g. Program f dostane
vstup A[1..n] a vytvori z néj mezivysledek B[1..n], program g dostane
tento mezivysledek a spocitd z néj C[1..n]. Dokazte, ze existuje log-space
program, ktery dostane A a spocita z néj rovnou C.

Kdyby nam nezalezelo na pouzitém prostoru, stacilo by nejprve spustit
program f a az dobéhne, spustit na vypocteny mezivysledek program g.
Jenze tento mezivysledek se do pracovnich proménnych log-space pro-
gramu nemiize vejit. Vymyslete, jak se bez ulozeni mezivysledku obejit.

Studijni text

Zname-li vice algoritmu Tesicich tutéz tlohu, obvykle povazujeme za
lepsi ten, ktery mé mensi ¢asovou slozitost. Prostorovou slozitost pouzi-
vame az jako vedlejsi kriterium, alesponi dokud nejsou pamétové naroky
programu absurdné vysoké. Zkusme tentokrat poradi dulezitosti obratit a
zajimat se predevsim o prostorové naroky algoritmu.

Budeme psat log-space programy. Tak budeme fikat obyc¢ejnym progra-
mum zapsanym v Pascalu ¢i Cécku, které spliuji nasledujici podminky:
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Kazda proménnd v programu je celociselného typu (int, integer
apod.) a jeji hodnota je polynomidlni ve velikosti vstupu. Tim myslime,
7e absolutni hodnota ¢isla nepiesahne c - n*, kde n je velikost vstupu
programu (pocet ¢isel na vstupu) a ¢ a k néjaké konstanty nezdvislé na
vstupu. Mizeme tedy pouzivat naptiklad hodnoty z rozsahu —n...n,
—3n®...3n® nebo —10...10, ale uZ ne 0...2".

Pascalské typy char a boolean budeme také povazovat za celo¢iselné.
Z4dné dalsi typy (napi. pole a ukazatele) nejsou povoleny.

Jedinou vyjimku tvori vstup a vystup. Vstup programu bude dostupny
v uréenych proménnych (obvykle polich), ze kterych smi program pouze
¢ist. Podobné vystup ulozime do smluvenych proménnych a mame do
nich povoleno pouze zapisovat (specidlné tedy nesmime vystupni pro-
ménnou zvysit o 1 pomoci ++ nebo inc, protoze tyto operace kombinuji
zapis se ¢tenfm). Cisla na vstupu budou vzdy polynomiélné velka, aby
bylo mozné ukladat je do pracovnich proménnych.

> Program nepouziva rekurzi.
Priklad 1: Maximum z pole ¢isel mizeme hledat nasledujicim log-space
programem:
var n: integer; { vstup: polet &isel }
A: array [1..n] of integer; { vstup: zadana &isla }
m: integer; { vystup: pozice maxima }
i, j: integer; { pracovni proménné }
begin
jo:=1;
for i := 2 to n do
if A[i] > A[j] then
j = 1;
m := j;
end;

Proménné i a j se pohybuji v rozsahu 1...n, ostatni proménné jsou

vstupni, popiipadé vystupni. Pozadavky definice log-space programu jsou
tedy splnény.

Priklad 2: Nasledujici log-space program nalezne v poli ¢islo, které se tam
vyskytuje nejéastéji:
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var n: integer; { vstup: poc&et &isel }

A: array [1..n] of integer; { vstup: zadana ¢isla }

m: integer; { vystup: pozice nejCetné&jsiho }

i, j, ¢, cmax: integer; { pracovni proménné }
begin

cmax := 0;

for i := 1 to n do

begin

{ Spocitame, kolikrat se vyskytuje A[i] }



c := 0;
for j :=1 ton do
if A[§] = A[i] then
c := ct+l;
{ Je to vic neZ dosavadni maximum? }
if ¢ > cmax then
begin
cmax := c;
m := ij;
end;
end;
end;
Opét si snadno rozmyslime, ze hodnoty pracovnich proménnych i, j,
¢ a cmax nepresahnou n.

Motivace

Jisté vas napadne otazka, pro¢ jsme zavedli log-space programy pravé
takto. Jsou totiz vérnym modelem algoritmt s logaritmickym mnozstvim
pracovni paméti, tedy s paméti O(logn), kde n je velikost vstupu. Pro-
storovou sloZitost programti ovSem méfime presnéji, nez je v olympiadé
obvyklé, totiz v bitech.

Jeden bit paméti nabyva 2 moznych stavii, pomoci 2 bitd mtzeme rozli-
Sit 4 rtizné stavy a obecné pomoci k bitt 2F stavii. Napfiklad 8-bitova pro-
ménné tedy mfize nabyvat 28 = 256 riznjch hodnot, takZe do ni mtizeme
ukladat ¢isla v rozsahu 0...255, nebo tfeba —100...155 — pocatek inter-
valu si muZeme zvolit libovolné. A obracené: pokud proménné v programu
nabyva hodnot 1...k, potfebujeme na jeji uloZeni [log, k] bith paméti;
pro rozsah j...k je to [logy(k — j + 1)] biti. Jelikoz log, n* = klog, n,
polynomiélné velka ¢isla jsou pfesné ta, kteréd se vejdou do logaritmického
mnozstvi pameéti.

Pole by se teoreticky do logaritmického prostoru mohlo vejit, ale bylo
by potieba, aby soucet velikosti vSech polozek byl logaritmicky. To splnuje
napiiklad pole logn ¢isel konstantniho rozsahu, nebo naopak konstantni
pocet polozek logaritmické velikosti. Moznosti jsou tedy zna¢né omezené,
a proto jsme pro jednoduchost pole v nasich log-space programech vibec
nepovolili.

Jesté nesmime zapomenout na to, Ze pamét potiebujeme i k voldni
podprogramii (procedur a funkci). Musime si totiz ulozit, kam se z pod-
programu vratit (k tomu staéi rozlisit konstantné mnoho moznosti), a za-
pamatovat si lokalni proménné podprogramu. Pokud program neni re-
kurzivni, nebudou pamétové naroky vyssi, nez kdyby vSechny proménné
byly globalni. Pokud bychom ovSem rekurzi pouzili, museli bychom vzit
v uvahu, ze jedna proménna muze soucasné existovat ve vice instancich,
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takze se mnozstvi paméti vynasobi hloubkou rekurze. Rekurze by se tedy
vesla do logaritmické paméti jen ve specidlnich pripadech, takze ji v zajmu
jednoduchosti také nepovolujeme.

Na zavér si vSimnéme, Ze k feSeni obou nasich ptikladd by mensi nez lo-
garitmické mnozstvi paméti nestacilo. Jelikoz vstup je zadan v poli, potte-
bujeme umét indexovat prvky tohoto pole, tedy vytvaret indexy v rozsahu
1...n, a k ulozeni téchto indext je logaritmicky prostor potfeba.

14



