MATEMATICKA OLYMPIADA

pro zaky
zakladnich $kol a nizSich roéniku viceletych gymnazii

62. ROCNIK, 2012/2013

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické tlohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme vas k Gcasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolné a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zcCastnit Zaci 5. az 9. ro¢nikd zakladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nika viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

ro¢nik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 7.6
5 — — 75

Se souhlasem svého ulitele matematiky muZete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi ro¢nik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urceny pro studenty stiednich $kol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uvefejnény v letdku Matematickd olympidada na stfednich
skolach.

Prubéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve tiech kolech.

Kategorie Z9 ma skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, Z7, 76 a Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéZe, organizovaném na $kolach,
fesi 7zéci ve svém volném Case (doma) Sest tloh uvefejnénych v tomto
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letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, ktefi odevzdaji svym uciteltim
matematiky feSeni alespon ¢tyt tloh. VSem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dalsim pribéhu soutéze
mohou byt zadany podobné tlohy.

Reseni tloh odevzdavejte svym ucitelim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, 7Z9: prvni trojici iiloh do 26. listopadu 2012 a druhou
trojici uloh do 7. ledna 2013.

Kategorie 76 az Z8: prvni trojici tloh do 7. ledna 2013 a druhou trojici
tloh do 18. brezna 2013.

Vasi ucitelé tlohy opravi a ohodnoti podle stupnice 1 — vyborne, 2 —
dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a sezndmi vés se spravnym, popiipadé i jinym Fesenim. Uspés-
nymi Fesiteli skolniho kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon
u ¢tyr tloh feseni hodnocena vyborné nebo dobfe.

Préace vsech uspésnych resiteltl kategorii Z6 az Z9 zasle vaSe skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi Fesitele a pozve je k ucasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastnikid v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO $koly, které okresni kolo potfadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 23. ledna 2013,

pro kategorii Z6 az Z8 17. dubna 2013,
pro kategorii Z5 23. ledna 2013.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az Z9 se porada zpravidla v okresnim
mésté, v kategorii Z5 okresni kolo probiha na nékolika skoldch okresu
povéfenych poradanim.

Z4ci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou fesit samostatné
v prubéhu 4 hodin 4 soutézni ilohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 ulohy v pribéhu 2 hodin. Pozvani Zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v priitbéhu 90 minut.

Ve vsech kategoriich se feSeni tloh oboduji a podle souc¢tu ziskanych
bodti se sestavi pofadi idastnikt okresniho kola. Ucastnici, ktefi ziskaji
predepsany pocet bodu (zpravidla aspon polovinu z dosazitelnych bodi),
se stanou uspésnymi TFesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 21. bfezna 2013 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Pribéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pfi okresnim kole. Nejlepsi ticastnici krajského kola jsou vyhléSeni jeho
vitézi.



Matematickou olympiddu poradaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a
telovychovy, Jednota ceskiych matematiki a fyziki o Matematicky tstav
Akademie véd Ceské republiky. Soutéz organizuje tstvedni komise MO,
v krajich ji ¥idi krajské komise MO pii pobockach JCMF a v okresech
okresni komise MO. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji povéreni ucitelé
matematiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

Reseni soutéZnich tiloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahote zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté nam. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2012/2013

Uloha 7Z8-1-3

ReSeni piste tak, aby bylo mo#no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tvah, které k nému
vedly.

Préce, které nebudou splinovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze prijaty.



Na ukazku uvedeme feSeni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchézejicich rocénikd MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dén obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Reseni. Délky stran obdélniku oznac¢ime a, b. Novy obdélnik mé délky
stran a+4, b—5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélniki plati

2ab = (a +4)(b—5).
Postupné upravime:

ab —4b+ 5a = —20 (Odecteme 20,
ab—4b+5a — 20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5) =—40 rozlozit na soudin.)

Reseni najdeme rozkladem ¢&isla —40 na 2 &initele. Pfitom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4>—4,b+5>5. Jsou dvé moznosti:

(-2)-20=—-40 a  (—1)-40 = —40.

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 6, &’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. S = 28.

V druhém ptipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 7, b’ = 30 a obsah
S = 210. Opét je S = 2.



KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Maminka zaplatila v knihkupectvi 2 700 K¢. Platila dvéma druhy ban-
kovek, dvousetkorunovymi a pétisetkorunovymi, a presné. Kolik kterych
bankovek mohla pouzit? Uvedte vSechny moznosti. (M. Krejéovd)

Z5-1-2
Pat napsal na tabuli podivny pfiklad:

550 + 460 + 359 + 340 = 2012.

Mat to chtél napravit, proto patral po neznamém cisle, které by piipocetl
ke kazdému z péti uvedenych cisel, aby pak byl piiklad pocetné spravny.
Jaké to bylo ¢islo? (L. Hozova)

Z5-1-3

Ruda dostal k narozenindm budik. Mél z néj radost a sefidil si jej
podle pfesného ¢asu. Od té doby kazdé réano, kdyz vstaval (sobotu, nedéli
a prazdniny nevyjimaje), zmackl pfesné na 4 sekundy tlacitko, kterym
se osvétluje cifernik. Pritom si vSiml, Ze po dobu stisknuti tlacitka je ¢as
na budiku zastaven. Jinak se ale budik viibec nezpozduje ani nezrychluje.
Odpoledne 11. prosince se Ruda podival na svij budik a zjistil, Ze ukazuje
presné o 3 minuty méné, nez by mél.

Kdy dostal Ruda tento budik? (M. Petrovad)

Z5-1-4
Cervik se sklad4 z bilé hlavy a nékolika ¢lankii, viz obréazek.

EO00O0

Kdyz se ¢ervik narodi, mé hlavu a jeden bily ¢lanek. Kazdy den pribude
¢ervikovi novy ¢lanek jednim z nésledujicich zptisobii:

e bud se néktery bily ¢lanek rozdéli na bily a Sedy:

O-0O®



e nebo se néktery Sedy ¢lanek rozdéli na Sedy a bily:
@O

(V obou pfipadech popisujeme situaci pfi pohledu na éervika od hlavy.)
Ctvrtého dne Gervik dospiva a déle neroste — jeho télo se sklada z hlavy
a Ctyf ¢lankt.

Kolik nejvice rtiznych barevnych variant dospélych cerviki tohoto
druhu mize existovat? (E. Novotna)

Z5-1-5
Vypoctéte 3-15420: 4+ 1.
Pak dopliite zavorky do zadani tak, aby vysledek byl:
1. co nejvétsi celé cislo,
2. co nejmensi celé ¢islo.
(M. Volfova)

Z5-1-6

Sedm trpaslikt se postavilo po obvodu své zahradky, do kazdého rohu
jeden, a napnuli mezi sebou provaz kolem celé zahrady. Snéhurka vysla
od Smudly a chodila podél provazu. Nejprve §la étyfi metry na vychod,
kde potkala Préfu. Od néj pokracovala dva metry na sever, nez dorazila
k Rejpalovi. Od Rejpala sla na zadpad a po dvou metrech natrefila na
Stydlina. D4l pokracovala tii metry na sever, az dogla ke Stistkovi. Vydala
se na zapad a po ¢tyfech metrech potkala Kejchala, odkud ji zbyvaly tii
metry na jih ke D¥imalovi. Nakonec podle provazku dosla nejkratsi cestou
ke Smudlovi a tim obesla celou zahradu.

Kolik metrt étverecnich ma celd zahrada? (M. Mach)



KATEGORIE Z6

Z6-1-1
Libor si mysli trojmistné prirozené ¢islo, které ma vsSechny své ¢islice
liché. Pokud k nému pricte 421, dostane trojmistné ¢islo, které nema ani

jednu svou ¢islici lichou. Najdéte vSechna c¢isla, ktera si mtuze Libor myslet.
(L. Siminek)

Z6-1-2

Na obrazku jsou vyznaceny uzlové body ¢tvereckové sité, z nichz dva
jsou pojmenovany A a B. Bod C necht je jeden ze zbylych uzlovych bodu.
Najdéte vsechny mozné polohy bodu C tak, aby trojihelnik ABC mél
obsah 4,5 ¢tverecku. (E. Nowvotnd)

Z6-1-3

Obfi Kolodéj a Bobr mluvi nékteré dny jenom pravdu a nékdy jenom
1Zzou. Kolodé€j mluvi pravdu v pondéli, v patek a v nedéli, v ostatni dny
1Ze. Bobr mluvi pravdu ve stfedu, ¢tvrtek a patek, ostatni dny 1Ze.
1. Urcete, kdy mtize Kolodéj fici: ,,Véera jsem mluvil pravdu.”
2. Jednoho dne oba fekli: ,Véera jsem lhal.“ V ktery den to bylo?

(M. Volfova)

Z6-1-4
Eva méa tfi papirky a na kazdém z nich je napsano jedno ptirozené
¢islo. Kdyz vynésobi mezi sebou dvojice ¢isel z papirkt, dostane vysledky
48, 192 a 36. Ktera cisla jsou napsana na Evinych papircich?
(E. Novotna)
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Z6-1-5
Na obrazku je stavba slozena z dvanacti shodnych krychli. Na kolik

riznych mist mizeme premistit tmavou kostku, chceme-li, aby se povrch
sestaveného télesa nezménil?

5

Stejné jako u ptivodni stavby se i u stavby nové museji kostky dotykat
celymi sténami. Polohu svétlych kostek ménit nelze. (D. Reichmann)

Z6-1-6

Cisnik v restauraci U Sejdife vzdy zapoéitava platicimu hostovi do
actu i datum: celkovou utracenou ¢astku zveétsi o tolik korun, kolikaty
den v mésici zrovna je.

V zafi se v restauraci dvakrat sesla trojice pratel. Poprvé platil kazdy
z nich zv14st, ¢isnik tedy vzdy pricet]l datum a zadal od kazdého 168 K¢é. Za
Ctyfi dny tam obédvali znovu a dali si pfesné totéz co minule. Tentokrat
viak jeden platil za vSechny dohromady. Cisnik tedy piipsal datum do
acétu jen jednou a tekl si o 486 K¢. Pratelim se nezdélo, Ze ac se ceny
v jidelnim listku nezménily, maji obéd levnéjsi nez minule, a ¢iSnikuv
podvod ten den odhalili. Kolikédtého zrovna bylo? (L. Simiinek)



KATEGORIE Z7

Z7-1-1

Na obrazku je Sest krouzki, které tvori vrcholy ¢tyf trojuhelnikd. Na-
piste do krouzkl navzijem rizna jednomistnd prirozend dcisla tak, aby
v kazdém trojuhelniku platilo, Ze ¢islo uvnitt je souctem c¢isel napsanych
v jeho vrcholech. Najdéte vSechna feSeni. (E. Novotna)

Z7-1-2

Pfed nasi skolou je kvétinovy zdhon. Jednu pétinu vSech kvétin tvori
tulipdny, dvé devitiny narcisy, ¢tyfi patnactiny hyacinty a zbytek jsou
macesky. Kolik kvétin je celkem na zahonu, jestlize od zadného druhu jich
neni vice nez 60 ani méné nez 307 (M. Petrovd)

Z7-1-3

Obfi Bobr a Kolodéj mluvi nékteré dny jenom pravdu a nékteré dny
jenom 1zou. Bobr mluvi pravdu pouze o vikendech, Kolodéj mluvi pravdu
v pondéli, v patek a v nedéli, v ostatni dny lze.

Jednoho dne Bobr fekl: ,Véera jsme oba lhali.*

Kolodéj v8ak nesouhlasil: ,, Aspor jeden z nas mluvil véera pravdu.*

Ktery den v tydnu muzou obfi vést takovy rozhovor?
(M. Volfovd a V. Zddnik)

Z7-1-4

Pani ucitelka napsala na tabuli nasledujici ¢isla:

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43.



Dveé sousedni ¢isla se 1isi vzdy o stejnou hodnotu, v tomto pfipadé€ o 3.
Pak z tabule smazala vSechna cisla kromé 1, 19 a 43. Dale mezi tato tii
¢isla dopsala nékolik celych cisel tak, ze se kazda dvé sousedni ¢isla opét
lisila o stejnou hodnotu a pritom zadné ¢islo nebylo napsano dvakrat.
Kolika zptsoby mohla pani ucitelka ¢isla doplnit? (K. Pazourek)

Z7-1-5

Ve sportovnim aredlu je upravena plocha tvaru obdélniku ABCD
s delsi stranou AB. Uhlopticky AC a BD sviraji tihel 60°. Bézci trénuji na
velkém okruhu AC BD A nebo na malé draze AD A. Mojmir bézel desetkrét
po velkém okruhu a Vojta patnactkrat po malé draze, tedy patnactkrat

v jednom sméru a patnactkrat v opac¢ném. Oba dohromady ubéhli 4,5 km.
Jak dlouh4 je thlopticka AC? (L. Hozovd)

Z7-1-6

Maéame ¢étvereckovou sit se 77 uzlovymi body. Dva z nich jsou oznaceny
A a B jako na obrazku. Bod C necht je jeden ze zbyljch uzlovych bodd.
Najdéte vsechny mozné polohy bodu C tak, aby trojahelnik ABC mél
obsah 6 ¢tvereckd. (E. Novotnd)
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KATEGORIE Z8

Z8-1-1

Soucin t¥i pfirozenych c¢isel je 600. Kdybychom jednoho ¢initele zmen-
§ili o 10, zmensil by se soucin o 400. Kdybychom misto toho jednoho
¢initele zvétsili o b, zvétsil by se soucin na dvojnasobek ptivodni hodnoty.
Kterd tii pfirozend ¢isla maji tuto vlastnost? (L. Hozova)

Z8-1-2

Standa si slozil 7 shodnych Gtvari, kazdy slepeny
z 8 stejnych Sedych krychli¢ek o hrané 1 cm tak jako
na obrazku.

Potom vsechny ponofil do bilé barvy a nasledné
kazdy z Gtvard rozebral na ptvodnich 8 dild, které
tak mély nékteré stény Sedé a jiné bilé. Ptidal k nim
jesté 8 novych krychlicek, jez byly stejné jako ostatni,
akorat celé bilé. Ze vsech kostek dohromady poskla-
dal jednu velkou krychli a snazil se pfitom, aby co nejvétsi ¢ast povrchu
vzniklé krychle byla Seda. Kolik cm? povrchu bude jisté biljch?

(M. Mach)

Z8-1-3

Déda zapomnél ¢tyfmistny kéd svého mobilu. Védél jen, ze na prvnim
misté nebyla nula, Ze uprostfed byly bud dvé étyrky nebo dvé sedmicky
nebo taky ¢tyika se sedmickou (v nezndmém poradi) a Ze $lo o ¢islo déli-
telné ¢islem 15. Kolik je moznosti pro zapomenuty kéd? Jaka ¢islice mohla

byt na prvnim misté? (M. Volfovd)
78-1-4

Je dana pravidelna sedmicipd hvézda podle obrazku. Jaka je velikost
vyznaceného thlu? (E. Patakovd)
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Z8-1-5

1. zari 2007 byla zalozena jazykova sSkola, ve které vyucovalo sedm
pedagogt. 1. zar1 2010 k témto sedmi ucitelim pfibyl novy kolega, kterému
bylo praveé 25 let. Do 1. zari 2012 jeden z ucitelti ze Skoly odesel, a tak
jich ztstalo opét sedm. Prumérny vék pedagogu na skole byl ve vSechna
tfi zminéna data stejny.

Kolik let bylo 1. zafi 2012 uciteli, ktery ve skole uz nepracoval? Jaky
byl ten den primérny vék ucitelti na skole? (L. Simiinek)

Z8-1-6
Anicka a Hanka chodily v labyrintu po spiralovité cesticce, jejiz zac¢atek
je schematicky znézornén na obrazku. Strana ¢tverecku ve ¢tvercové siti

mé délku 1m a celd cesticka od stfedu bludisté az k vychodu je dlouha
210 m.

Dévcata vysla ze stfedu bludisté, nikde se nevracela a po case kazda
zastavila v nékterém z rohti. Anicka pritom usla o 24 m vice nez Hanka. Ve
kterych rozich mohla dévéata stat? Urcdete vSechna FeSeni. (E. Novotnd)
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KATEGORIE 79

Z9-1-1
Na tabuli bylo napsano trojmistné prirozené ¢islo. Pfipsali jsme k nému
vSechna dalsi trojmistna cisla, ktera lze ziskat zménou poradi jeho cislic.
Na tabuli pak byla kromé ¢isla ptivodniho t¥i nova. Soucet nejmensich
dvou ze vSech ¢tyr ¢isel je 1088. Jaké Cislice obsahuje ptuvodni ¢islo?
(L. Hozovad)

Z9-1-2

Trojihelnik ma dvé strany, jejichz délky se lisi o 12 cm, a dvé strany,
jejichz délky se lisi o 15 cm. Obvod tohoto trojuhelniku je 75 cm. Urcete
délky jeho stran. Najdéte vSechny moZnosti. (L. Siminek)

79-1-3

U horské chaty nam trenér fekl:  Ptjdeme-li d&l timto pohodlnym
tempem 4 km za hodinu, pfijdeme na nadrazi 45 minut po odjezdu naseho
vlaku.*

Pak ukéazal na skupinu, kterd nas pravé mijela: ,Ti vyuzivaji holi,
a tak dosahuji primérné rychlosti 6 km za hodinu. Na nadrazi budou jiz

pul hodiny pfed odjezdem naseho vlaku.“
Jak bylo nadrazi daleko od horské chaty? (M. Volfovad)

79-1-4

Pravidelny osmithelnik ABCDEFGH je vepsan kruznici o poloméru
5 cm. Sestrojte trojihelnik ABX tak, aby bod D byl ortocentrem (priise-
¢ikem vysek) trojuhelniku ABX. (M. Mach)
Z9-1-5

Do kazdého pole nize zobrazeného schématu mame zapsat ¢tyFmistné

prirozené ¢islo tak, aby vSechny naznacené pocetni operace byly spravné.
Kolika riiznymi zptsoby lze schéma vyplnit? (L. Siminek)

] -0 O
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Z9-1-6

Je dan pravouhly lichobéznik ABCD s pravym tuhlem u vrcholu B
a s rovnobéznymi stranami AB a CD. Uhlopticky lichobézniku jsou na
sebe kolmé a maji délky |AC| = 12cm, |BD| = 9 cm. Vypocitejte obvod
a obsah tohoto lichobé&zniku. (M. Krejéovd)

14



